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KATA PENGANTAR
KEPALA PUSAT PEMBINAAN DAN PENGEMBANGAN
BAHASA

Sejak Rencana Pembangunan Lima Tahun II, telah digariskan
kebijakan pembinaan dan pengembangan kebudayaan nasional dalam
berbagai siginya. Dalam garis haluan ini, masalah kebahasaan dan
kesastran merupakan salah satu masalah kebudayaan nasional yang
perlu digarap dengan sungguh-sungguh dan berencana sehinga tujuan
akhir pembinaan dan pengembangan bahasa dan sastra Indonesia dan
daerah dapat dicapai. Tujuan akhir pembinan dan pengembangan itu
antara lain, adalah meningkatkan mutu kemampuan menggunakan
bahasa Indonesia sebagai sarana komunikasi, sebagaimana digariskan
dalam Garis-Garis Besar Haluan Negara.

Untuk mencapai tujuan itu, perlu dilakukan berbagai kegiatan
kebahasaan dan kesastraan seperti (1) pembakuan ejaan, tata bahasa,
dan peristilahan; (2) penyusunan berbagai kamus bahasa Indonesia dan
kamus bahasa daerah serta kamus istilah dalam berbagai bidang ilmu;
(3) penyusunan buku-buku pedoman: (4) penerjemahan karya kebahasaan
dan buku acuan serta karya sastra daerah dan karya sastra dunia ke
dalam bahasa Indonesia; (5) penyuluhan bahasa Indonesia melalui
berbagai media, antara lain melalui televisi dan radio; (6) pengembangan
pusat informasi kebahasan dan kesastraan melalui inventarisasi, penelitian,
dokumentasi, dan pembinaan jaringan informasi kebahasan, dan (7)
pengembangan tenaga, bakat, dan prestasi dalam bidang bahasa dan
sastra  melalui penataran, sayembara mengarang, serta pemberian
hadian penghargaan.



Sebagai salah satu tindak lanjut kegiatan itu, dibentuklah oleh
Pemerintah, dalam hal ini Departemen Pendidikan dan Kebudayaan,
Bagian Proyek Pembinaan Bahasa dan Sastra Indonesia-Jakarta. Bagian
proyek itu mempunyai tugas pokok melaksanakan kegiatan kebahasaan
dan kesastraan yang bertujuan meningkatkan mutu pemakaian bahasa
Indonesia yang baik dan benar, mendorong pertumbuhan sastra Indonesia,
dan meningkatkan apresiasi masyarakat terhadap sastra Indonesia.

Dalam rangka penyediaan sarana kerja dan buku acuan bagi
mahasiswa, dosen, guru, tenaga peneliti, dan masyarakat umum naskah
yang berhubungan dengan masalah bahasa, sastra, dan perpustakaan
diterbitkan oleh Bagian Proyek Pembinaan Bahasa dan Sastra Indonesia
Jakarta.

Buku Mekanika Klasik merupakan salah satu hasil kegiatan
penerjemahan. Buku yang dalam bahasa Jerman berjudul Klasische
Mechanik berhasil diterjemahkan oleh Dr. Musaddiq Musbach, Untuk
itu, kepada penerjemah saya sampaikan terima kasih dan penghargaan
vang setinggi-tingginya.

Akhirnya, kepada Pimpinan Bagian Proyek Pembinaan Bahasa
dan Sastra Indonesia-Jakarta 1995/1996, Drs. A. Murad, dan seluruh
staf saya ucapkan terima kasih atas pengelolaan dan penerbitan buku
mi.

Jakarta, Januari 1996 Dr. Hasan Alwi



Prakata

Puji Syukur kehadirat Allah swt. yang telah memberi rahmat dan
hidayah-Nya sehingga kami dapat menyelesaikan naskah terjemahan
buku ini. Tanpa bantuan, kesabaran dan pengorbanan istri penulis,
mungkin buku ini tidak terselesaikan.

Buku acuan yang paling terkemuka dan terkenal untuk Fisika
teori yang ditulis oleh L.D. Landau dan E. M. Lifschitz dikemas dalam
10 buku, yaitu:

Mekanika Klasik 6. Hidrodinamika,
Teori Medan Klasik, 7. Teeori Elastisitas,
Mekanika Kuantum, 8. Elektronidinamika Benda Kontinu,

Elektrodinamika Kuantum 9. Fisika Statistik, Bagian II dan
Fisika Statistik, Bagian I, 10. Fisika Kinetik.

bW

Seluruh buku acuan ini dikemas dalam prinsip-prinsip dasar
paling penting dan berguna bagi mahasiswa tingkat lanjutan (S,
khususnya S,) dan juga untuk para Fisikawan yang berkecimpung dalam
bidang Fisika Teori.

Dalam buku ini, seluruh perlakuan Mekanika Klasik diungkap
secara sistematik; pembahasan seluruh persoalan Mekanika Klasik yang
digunakan menawarkan perlakuan modern untuk merumuskan semua
persoalan. Di samping teori umum (formalisme Lagrange dan Hamiltonian)
diberikan pula penggunaan konkret dan contoh-contoh modern (persoalan



Kepler, tumbuhan dan hamburan partikel, hamburan Rutherford, getaran
molekul, resonansi, dan gerak gasing). Semua persoalan dibahas
bermuara pada hukum-hukum kekekalan. Seluruh rumusan dilengkapi
dengan alasan fisis yang memadai. Hal yang berharga dalam buku ini
adalah bahwa seluruh pembahasan dilengkapi dengan contoh dan
penyelesaian.

Edisi asli buku ini berbahasa Rusia, diterjemahkan dan
disempurnakan ke dalam bahasa Jerman. Kemudian, diterjemahkan
dalam bahasa Indonesia tanpa mengalami perubahan.

Dalam kesempatan ini penerjemah mengucapkan terima kasih
kepada Pusat Pembinaan dan Bahasa Pengembangan, Departemen
Pendidikan dan Kebudayaan yang telah menyediakan kesempatan bagi
para fisikawan di Indonesia untuk turut serta memperkaya khasanah
literatur Ilmu Pengetahuan Alam di Indonesia. Khususnya kepada bapak
Dr. Edwar Djamaris sebagai Pemimpin Proyek Pembinaan Bahasa dan
Sastra Indonesia periode 1994/1995 beserta staf. Dalam kesempatan
ini pula, penerjemah mengucapkan terima kasih kepada Prof. Dr. Beni
H. Hoed selaku Ketua Tim Pengelola/Penerjemahan Buku Bahasa
Asing beserta staf, atas bantuan, bimbingan dan kemudahan dalam
menyelesaikan terjemahan ini.

Bogor, 2 Februari 1995.
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Bab 1
Persamaan Gerak

Pengertian dasar mekanika dimulai dari pengertian titik massa
atau disebut juga partikel.

Titik massa

didefinisikan sebagai sebuah benda bermassa dengan ukurannya
dapat diabaikan d

alam mempersoalkan gerak. Pengabaian ini tentunya bergantung pada
realitas persoalan yang akan dibahas. Misalnya, gerak planet mengelilingi
matahari, planet tidak dapat dianggap sebagai titik masa jika ingin
diamati gerak planet setiap harinya.

Koordinat

mendefinisikan posisi titik massa, dinyatakan dalam vektor jari-jari r
dengan komponen-komponen ditulis dalam koordinat cartesian

1. Koordinat Diperumum

Koordinat masing-masing partikel yang terdapat dalam sistem
dinyatakan dalam sederetan ¢, q,, q,, ....... q,, dengan menyatakan
Jumlah derajat kebebasan sistem. Sistem koordinat ini disebut sebagai
sistem koordinat diperumum. Dalam koordinat diperumum q,menyatakan
kecepatan diperumum, demikian pula halnya dengan percepatan diperumum
ditulis q,
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Penulisan dalam koordinat diperumum tidak menyatakan," keadaan
mekanistik” suatu sistem pada suatu saat, atau dengan perkataan lain
tidak meramalkan suatu keadaan sistem. seperti posisi dan kecepatan,
yang menyatakan keadaan sistem pada saat berikutnya. Pada harga
koordinat yang diberikan sistem dapat mempunyai kecepatan sembarang,
sesuai dengan urut-urutan yang bersesuaian di mana sistem harus berada
pada saat berikutnya atau dengan perkataan lain terdapat perbedaan
kecepatan masing-masing elemen sistem untuk perbedaan waktu yang
sangat kecil sebesar dr.

Suatu keadaan sistem secara lengkap biasanya diberikan dalam
suatu fungsi yang mengandung posisi g, kecepatan gi dan pada
prinsipnya dapat meramalkan keadaan sistem di waktu yang akan
datang. Dari pandangan matematis hal ini mempunyai arti bahwa jika
koordinat ¢, dan kecapatan g, dari sistem diketahui atau dapat dinyatakan
dalam fungsi keadaan, pada saat yang sama dan saat-saat berikutnya,
dapat diramalkan pula percepatan sistem g')

Persamaan gerak

Hubungan percepatan dengan koordinat dan kecepatan dinyatakan
dalam persamaan gerak.

Apabila diketahui g (1) secara ekpilsit terhadap waktu, secara
prinsip dapat diketahui lintasan partikel setiap saat.

2. Prinsip Aksi Terkecil

Rumusan umum hukum-hukum mekanika secara matematis
dinyatakan dalam prinsip aksi terkecil atau disebut pula sebagai prinsip
Hamiltonian. Berdasarkan prinsip ini setiap sistem mekanis dikarak-
teristikkan oleh fungsi tertentu:

L @, 4, 9,47 G0 o o D

atau ditulis lebih singkat sebagai L (g, g. 1)) Gerak suatu sistem dapat
dirumuskan sebagai berikut sistem pada saat r = ¢, dan t = 7, berada

1) Untuk menyederhanakan penulisan pada pembahasan nantinya koordinat dipermumum
disingkat dengan ¢, q,, ...... g, seringkali hanya disingkat dengan ¢ ( dan untuk seluruh
kecepatan diperumum disingkat dengan ¢).



pada posisi tertentu, masing-masing dikarakteristikan oleh koordinat ¢'"
dan ¢ Jalannya gerak sistem dalam waktu ¢ dan 1, tersebut dapat
dianggap:

t2

S = f Liq, 4, 1)t (2.1)

sebagai kemungkinan lintasan terkecil yang ditempuh sistem (disebut
sebagai aksi)

Mengapa terkecil?

Sebelumnya dikatakan bahwa sistem mekanis (untuk suatu waktu
sangat kecil) secara prinsip selalu mengambil energi yang terkecil
(minimum)?

Apakah setiap keadaan dengan energi minimum selalu menghasilkan
lintasan minimum?

Hal ini patut diketahui bahwa prinsip aksi terkecil tidak berlaku
untuk keseluruhan lintasan, tetapi hanya potongan kecil dari lintasan
keseluruhan; untuk lintasan keseluruhan dapat dibuktikan bahwa integral
pada pes [2.1], S, akan menunjukkan harga ekstrimum, bukan minimum.
Fungsi L disebut sebagai fungsi Lagrange dan integral S disebut sebagai
aksi.

Kenyataan fungsi Lagrange hanya mengandung ¢ dan g, tetapi
tidak mengandung turunan q ...... dan seterusnya adalah suatu fungsi
yang menyatakan bahwa sistem mekanis secara sempumna dapat dinyatakan
hanya sebagai fungsi koordinat dan kecepatan.

Selanjutnya akan ditilik lebih rinci penurunan persamaan diferensial
yang nantinya dapat digunakan sebagai media untuk menyelesaikan >

2)  Patut pula dicatat bahwa prinsip aksi terkecil tidak selalu berlaku untuk seluruh lintasan.
tetapi hanya untuk potongan kecil darinya: untuk ke seluruh lintasan. dapat pula ditujukan
bahwa integral pada pers [2 1] akan mempunyai harga ekstrim. akan tetapi tidak harus
semalu minimal. Keadaan ini adalah tidak begitu penting dalam penurunan persamaan
gerak, karena hanya diperlukan svarat ekstrimal.



Patut pula dicatat bahwa prinsip aksi terkecil tidak selalu berkata untuk
persoalan-persoalan mekanika. yaitu dengan cara mencari harga minimum
dari pers. [2.1] Untuk memudahkan penurunan ini dianggap bahwa
sistem hanya mempunyai satu derajat kebebasan sehingga hanya akan
dicari harga g (1) semata.

Dianggap bahwa g = ¢ (1) adalah sebagai fungsi yang menyebabkan
S berharga minimum. Dengan perkataan lain § akan bertambah besar
jika g(t) mempunyai bentuk sebagai fungsi sembarang seperti

q(t) + &q(t) (2.2)

& g (1) adalah suatu fungsi yang pada saat antara t, dan r, berharga
sangat kecil (variasi dari fungsi a(t): pada saat t = t, dan t = t, dianggap
bahwa fungsi q (t) pada pers. [2.2] masing-masing mempunyai harga
sebesar q'"" dan q(2) sehingga haruslah

bq(t) = ¢qalt) = 0 (2.3)

Perubahan S (dalam interval waktu yang bersangkutan) dari g(1) —>
q(t) + d g (t) dapat ditulis

Ly t2

/L(q-l—éq,rj-[—ﬁcj.()— [L(q. q, ).
J

51 b

Selanjutnya perbedaan kedua persamaan di atas dibuat dalam bentuk
deret terhadap §¢ dan §4q (dalam integran) berawal dengan orde
pertama dari turunan. Relevansi penderetan di atas adalah karena §
mempunyai harga minimum ¥ sehingga harga turunan keseluruhan
adalah sama dengan nol; turunan keseluruhan disebut variasi orde
pertama (atau disebut variasi saja) dari integral. Dengan cara ini prinsip
aksi terkecil dapat ditulis:

3)  secara umum § mempunyai harga ektrimum



tz

oy = 5] Lig.¢q)dt =0 (2.4)

ty

atau karena 65 = O dan menulisnya dalam variasi
tz

aL I, .
/ (aq R D4 w[) « j

ty

d
Jika diperhatikan bahwa & d = = 4 dan suku kedua diintegrasi
secara parisial, ;
L2

) e (m. Dl ) _
‘. :‘ i ——— (< R T 5 1’ = 0 ( .
§ S 9 5q’ ; i / D q ¥ q)c {

()
L 1}
—

£y

Dengan dasar pers [2.3], suku pertama akan berharga nol dan suku
yang terdapat dalam tanda integral untuk & g tertentu haruslah berharga
sama dengan nol pula; hal ini hanya mungkin jika integral beharga
nol. Dengan kondisi demikian, pers. [2.5] menjadi:

i

e A e

dt 9 dq

Untuk s (> 1) kasus derjat kebebasan fungsi g, (¢) harus mengalami
variasi saling tidak bergantung satu sama lain. Untuk kasus ini akan
diperoleh s persamaan sebagai berikut:
oL 0L : .
LRV pa 0 SEasy R BTG (2.6)
dt d¢; g

Persamaan ini adalah persamaan diferensial yang dicari dan disebut
sebagai persamaan gerak mekanika dari Lagrange’).

4)  Dalam prinsip variasi persamana ini disebut pula sebagai persamaan Euler. Prinsip variasi
membahas cara-cara formal untuk menghitung dan menyelesaikan harga ekstrim dari integral
pada pers. [2.1]. 2
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Jika persamaan Lagrange suatu sistem mekanis diketahui dari
pers. [2.6] dapat dicari percepatan, kecepatan, dan koordinat setiap saat
dari sistem berarti persamaan ini menggambarkan gerak sistem tersebut,
disebut sebagai persamaan gerak.

Secara matematis pers. [2.6] akan membentuk s persamaan
diferensial orde dua dengan fungsi g, (1) yang harus dicari. Untuk
menyelesaikan sistem persamaan diferensi orde 2 haruslah diketahui
2s konstanta yang menyatakan keadaan awal sistem.

Apabila dianggap suatu sistem mekanis mengandung dua bagian A dan
B, fungsi Lagrange untuk masing-masing bagian dari sistem yang
diamati secara terpisah adalah L, dan L, Dalam kasus untuk suatu
keadaan di mana bagian sistem berada saling berjauhan satu sama lain
sehingga interaksi antara kedua bagian sistem dapat diabaikan, maka
sistem keseluruhan akan mempunyai harga batas sebagai berikut

lim L = L, + L, (2.7)

Dalam hal ini fungsi Lagrange dapat saling ditambahkan. Interpretasi
pernyataan ini adalah bahwa masing-masing bagian sistem tidak saling
berinteraksi satu sama lain dan tidak mengandung besaran yang
menyatakan adanya interaksi antara kedua bagian sistem.

Hal penting yang harus dikethaui adalah bahwa fungsi LAGRANGE
dari suatu sistem mekanis tidak akan mempengaruhi persamaan gerak
jika dikali suatu konstanta sembarang. Kelihatannya hal ini menmbulkan
ketidakpastian. Suatu persamaan Lagrange suatu sistem mekanis
terisolir haruslah dapat dikali dengan konstanta sembarang yang
berbeda satu sama lainnya. (Pers.[2.7] yang mengandung penambahan
fungsi Lagrange dapat menyangkal ketidakpastian ini. Dari persamaan
ini disimpulkan bahwa fungsi Lagrange dapat dikalikan dengan konstanta
yang sama. Mengalikan persamaan Lagrange dengan konstanta sembarang
tidak lain mempunyai arti bahwa besaran-besaran yang bersangkutan
dihitung dalam sistem satuan yang dapat dipilih secara sembarang (akan
dibahas dalam §5).



Selanjutnya pandang beberapa catatan penting berikut ini. Pandang
dua persamaan L’ (g, ¢, t) dan L (g, g, t) yang dibedakan oleh turunan
total terhadap waktu suatu fungsi sembarang f (g, 1) dari koordinat.

V(g,4,1) = La,d,0+ 3 (0,0 29)

Dengan pertolongan kedua fungsi ini (L' dan L) dapat dicari integral
pada pers. [2.1] melalui hubungan sebagai berikut:

is ty ta

d
S = /L'(q, g, t)dt =/f.(q. d.l)di-i—/ l—{df

4
4 t) ty

= S+ f(¢?, ta) = f(e'™, 1),

berarti keduanya dibedakan oleh suku tambahan yang dalam variasi aksi
terkecil akan sama dengan nol sehingga memenuhi syarat bahwa
05" = 0, demikian pula sesuai dengan § S = 0 dan bentuk persamaan
gerak tidak mengalami perubahan. Dengan cara ini persamaan Lagrange
dapat ditentukan sehingga suku tambahan tersebut, yaitu sebagai
turunan total terhadap suatu fungsi sembarang dari koordinat dan waktu.

3. Prinsip Relativitas Galilei

Untuk menganalis fenomena mekanis perlu dipilih suatu sistem
koordinat tertentu. Dalam sistem koordinat persamaan gerak mempunyai
bentuk yang berbeda pula. Sistem koordinat acuan hendaknya harus
dipilih sehingga memudahkan penyelesaian persoalan, bukan mempersulit
persoalan.

Di dalam berbagai sistem koordinat acuan, ruang dianggap tidak
homogen atau isotrop. Hal ini mempunyai arti bahwa setiap posisi
benda di dalam ruangan dan berbagai arah besaran-besaran mekanis
adalah tidak ekuivalen, walaupun benda yang dipandang tidak mengalami
interaksi dengan benda lainnya. Demikian pula halnya dengan waktu,
tidak ekuivalen untuk berbagai waktu sesaat di dalam sistem koordinat
yang berbeda. Dalam hal ini jelas akan terdapat komplikasi dari



pemilihan sifat ruang dan waktu dalam menganalis fenomena mekanis.
Misalnya. sebuah benda yang tidak mengalami pengaruh gaya luar tidak
berada dalam keadaan diam dalam waktu tertentu: jika kecepatan benda
dapat berharga nol pada saat tertentu, maka benda pada saat berikutnya
akan "mulai" bergerak pada arah yang berbeda.

Dalam hal ini dapat pula ditunjukkan bahwa selalu mungkin
untuk memilih sistem koordinat acuan, yaitu sistem koordinat yang
mengandung gambaran ruang dan waktu homogen. Sistem koordinat
demikian disebut sebagai sistem koordinat inersial. Dalam sistem ini
sebuah benda pada saat berada dalam keadaan diam, pada saat-saat
berikutnya benda dapat pula berada dalam keadaan diam. '

Selanjutnya akan dibahas beberapa ramalan untuk fungsi Lagrange
suatu sistem titik massa yang bebas bergerak di dalam sistem inersial.
Adanya homogenits ruang dan waktu memberikan arti bahwa fungsi
Lagrange tidak bergantung secara eksplisit, baik sebagai fungsi vektor
jari-jari » maupun waktu f atau dengan perkataan lain L hanya
bergantung pada kecepatan v, yaitu merupakan suatu fungsi yang
mengandung harga absolut v? = v? sebagai berikut

L= & (7). (3.1)

Karena L tidak bergantung dari r, maka dL/dr = O sehingga bentuk
fungsi Lagrange menjadi *:

d L

dt dv =

atau berlaku 9 L/ Jv=konstan karena L hanya sebagai fungsi koordinat.

v = konstan. (3.2)

5)  Dalam penurunan besaran skalar dari suatu vektor dapat dilakukan sebagai berikut: suatu
vektor dengan komponen-komponennya merupakan turunan dari besaran tersebut adalah
sesuai atau sama dengan komponen vektor yang bersangkutan
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Dengan cara demikian, setiap gerak bebas suatu sistem benda
yang berada di dalam sistem inersial akan mempunyai besar dan arah
kecepatan konstan pula. Pengamatan seperti ini adalah kandungan dari
apa yang disebut sebagai hukum kelembaman.

Jadi, sistem inersial yang disebutkan di atas terdapat pula sistem lain
yang dibandingkan dengan sistem pertama bergerak lurus beraturan,
maka semua kelakuan atau hukum-hukum yang berlaku pada sistem
pertama untuk benda bergerak-bebas juga berlaku pada sistem yang
baru. Gerak bebas dalam sistem koordinat vang aru akan mempunyai
kecepatan konstan.

Pengalaman mengajarkan kita bahwa dalam sistem ini tidak
hanya hukum-hukum gerak yang berlaku sama, tetapi juga mempunyai
hubungan mekanis yang ekuivalen. Dengan perkataan lain dapat
dikatakan bahwa tidak terdapat hanya satu sistem inersial, tetapi
sejumlah sistem inersial yang satu sama lain bergerak lurus beraturan
secara relatif.

Semua yang dijelaskan di atas mendefinisikan secara jelas apa
yang dimaksud dengan sistem inersial. Dengan dasar ini pula sistem
inersial digunakan untuk menganalisa fenomena mekanis. Pernyataan
ini merupakan prinsip relativitas Galilei.

Patut pula dicatat bahwa karena adanya ekuivalen untuk semua
sistem inersial yang banyak jumlahnya, tidak terdapat satupun sistem
koordinat "absolut" sehingga dapat pula dikatakan bahwa masih mungkin
terdapat sistem koordinat lain selain sistem koordinat inersial.

Suatu vektor r dan r' dati titik yang sama di dalam dua sistem
koordinat K dan K', di mana di dalam sistem koordinat kedua titik
bergerak dengan kecepatan V relatif terhadap sistem koordinat pertama,
maka kedua sistem koordinat tersebut dapat dihubungkan melalui
persamaan

r=r"+ Vi (33)

Dalam hal ini waktu yang berlaku pada sistem koordinat pertama persis
identik dengan waktu pada sistem kedua.



10
= f (3.4)

Pengandaian waktu absolut demikian merupakan salah satu keuntungan
dalam mekanika klasik®).

Pers. [3.3] disebut sebagai transformasi Galilei. Prinsip rellativitas
Galilei juga diformulasikan sebagai: Persamaan gerak mekanik harus
invarian terhadap transformasi ini’).

4. Fungsi Lagrange Sistem Titik Massa ''Bebas"

Dicari bentuk fungsi Lagrange untuk kasus sederhana sebagai sebuah
titik massa bergerak bebas dalam sistem inersial tertentu. Seperti telah
disebutkan sebelumnya bahwa fungsi Lagrange bergantung pada
kecepatan kuadrat dari titik massa yang bersangkutan. Untuk mengamati
dengan seksama bentuk fungsi ini, akan lebih jelas jika digunakan
prinsip relativitas Galilei. Apabila suatu sistem inersial K bergerak
dengan kecepatan kecil, sistem inersial lain K’ maka v' + £ Dalam
kasus ini persamaan gerak di dalam semua sistem inersial haruslah
mempunyai bentuk yang sama, sehingga fungsi Lagrange (v?) untuk
transformasi ini haruslah menjadi fungsi Lagrange L', yaitu sama
dengan fungsi L (v’) ditambah dengan turunan total suatu fungsi
koordinat dan waktu sebagai berikut

L= L(v?) = L(o? +2ve 22,

Jika persamaan di atas ditulis delam deret terhadap € dan abaikan semua
suku yang mengandung harga € berpangkat lebih tinggi dari 2, didapat

L(v?) = L(¢?) 4 i ys.

Suku kedua merupakan turunan total suatu fungsi yang bergantung

6)  Dalam mekanika relativistik transformasi ini tidak lagi invaran.

7)  Dengan demikian. bentuk persamaan gergl.c yang diubah dari satu sistem inersial ke sistem
inersial lainnya adalah tetap, misalnya r= 0 —> r' = (.
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koordinat dan waktu. Jika fungsi tersebut bergantung pada kecepatan
pada linier v. Dengan demikian. haruslah L/v berharga konstan, atau
dengan perkataan lain fungsi Lagrange untuk kasus ini adalah berbanding
langsung dengan kecepatan kuadrat.

L - = LG (il)

Berdasarkan kenyataan bahwa fungsi Lagrange memenuhi transformasi
infinitisimal prinsip relativitas Galilei, maka untuk kasus kecepatan
tertentu V dari sebuah titik massa yang terdapat di dalam sistem inersial
K adakah invarian terhadap sistem inersial K'. Hal ini dapat dibuktikan
sebagai berikut.

Pembuktian.

Dari persamaan transformasi:

vliaty = W

didapat

: m m e m s

L= ;v’? = 7('1}—!-“’)2 = 7!t"+m1ﬂ/~'r~~r-n—V2

2 2 2 2

atau

: d ;

L' = I+d—t (anV"IF?_;V_'!)'

Suku kedua merupakan turunan total suatu fungsi kooordinat dan waktu
dan dapat diabaikan (dalam hal ini tentu jika suku kedua tidak
bergantung terhadap koordinat dan waktu secara eksplisit).

Besaran m disebut massa. Untuk sistem yang mengandung
sejumlah partikel saling tidak berinteraksi sehingga fungsi Lagrange

8)  Sebagai indeks yang memberikan numerasi partikel digunakan huruf pertama dalam abjad
latin dan sebagai indeks untuk numerasi koordinat digunakan huruf & & [ ...
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dapat ditulis dalam bentuk penambahan semua fungsi Lagrange untuk
masing-masing partikel sebagai berikut:

my, v :
L=Y Zelew [1.2)

indeks a menyatakan jumlah untuk semua partikel (a = 1, 2, ......).

Harus pula dicatat bahwa definisi sifat penambahan ini mengandung
pengertian real.

Seperti dibicarakan pada 2, fungsi Lagrange dapat dimultiplikasi
dengan suatu faktor konstansa sebarang. Untuk fungsi pada pers.[4.2]
yang mengandung partikel-partikel yang berbeda, akan mengandung
pengertian fisis real yang sama dan tidak berubah terhadap transformasi
ini tersebut.

Mudah dibuktikan bahwa massa tidak berharga negatif. Dengan
menggunakan prinsip aksi terkecil untuk gerak real suatu titik massa
dari titik 1 ke 2. maka integral.

mu?
/ Lo

Akan mempunyai harga minimum. Seandainya harga massa negatif
maka integral akasi untuk suatu lintasan partikel dengan cepat bergerak
dari titik 1 sehingga dengan cepat dapat mencapai titik 2, dengan
mengambil harga negatif sembarang atau dengan perkataan lain tidak
akan terdapat harga minimum".

Patutu dipandang bahwa berlaku
2 E

vii= . s ‘”a. (4.3)
d! dée-

9)  Catatan pada § 2 tidak berlawanan dengan hasil perhitungan di atas, karena unuk m < o
integral untuk bagian lintasan yang tidak kecil dapat dianggap mempunyai harga minimum.




13
Dengan demikian, persamaan Lagrange dapat dinyatakan dalam panjang
lintasan d/ dalam sistem koordinat tertentu.
. . . . ) 3 2 gy
Dalam sistem koordinat cartesian, misalnya d!* ==dr"+dy*+d=z"

sehingga

(£ + 3 + 2. {4.9)

Dalam sistem koordinat selinder, misalnya df* =dr? + r’do+dz?

sehingga

.

V. =
oy S

I—;l-(r"z+r2§:2+.§"’). y

Dalam sistem koordinat bola misalnya: d{*=dr® + r?sin’ @dy?

sehingga

L =

= (1:9 +776 + 77 sin e';:z) s (4.6)

5. Bentuk Umum Fungsi Lagrange Sistem Titik
Massa

Pandang sistem titik massa yang mengandung partikel-partikel
bermassa dan sistem dianggap sebagai sistem tertutup berarti bahwa
sistem tidak mengalami interaksi dengan sistem lain selain yang
terdapat di dalam sistem ini. Untuk kasus terdapat interaksi antara
partikel menyebabkan pers. [4.3] harus ditambahkan suku interaksi yang
bergantung pada karakter interaksi'), sebagai fungsi koordinat. Misalnya
suku interaksi dinyatakan dalam fungsi U sehingga fungsi

10) Ramalan ini berlaku hanya untuk mekanika klasik, yaitu mekanika nonrelativistik yang
dibahas di dalam buku ini.
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Lagrange ditulis dalam bentuk.

Biads "n ; :
Bl — s = U, 7 ) (3.1)

1

r, adalah vektor jari-jari partikel ke a.Pers [5.1] adalah bentuk umum
fungsi Lagrange dari sistem tertutup. Penjumlahan

q
r-y
&)

a

disebut sebagai energi kinetik dan U disebut sebagai energi potensial,
arti dari hubungan ini akan dibicarakan lebih rinci dari §3.1. Ketergantungan
energi potensial pada koordinat mempunyai pengertian bahwa perubahan
jarak atau jari-jari suatu titik massa akan berpengaruh terhadap besarnya
energi potensial; atau d.p.] dapat dikatakan bahwa energi potensial
mengalami, "rambatan”. Sifat interaksi ini dalam mekanika klasik tetap
berhubungan dengan prinsip relativitas Galilei bahwa waktu adalah
absolut. Jika interaksi untuk sementara merambat bergantung pada
kecepatan maka kecepatan ini dalam sistem yang berbeda (untuk elemen
sistem yang bergerak relatif satu sama lainnya) haruslah berbeda pula,
dan pengandaian waktu adalah absolut dalam hal ini secara otomatis
mempunyai arti bahwa prosedur masih tetapi berlaku penambahan
vektor bisa. Apabila tidak demikian, semua persamaan gerak untuk
sistem inersial yang berbeda akan mempunyai bentuk yang berbeda
pula: hal ini bertentangan dengan prinsip relativitas Galilei.

Pada §3 dibicarakan hanya homogenitas waktu. Persamaan Lagrange
pada pers. [5.1] menunjukkan bahwa waktu tidak saja homogen, tetapi
juga isotropik. Berarti bahwa sifat waktu untuk kedua arah adalah sama.
Hal ini dapat dibuktikan jika mensubstitusikan waktu 7 —> —f, akan
diperoleh bahwa persamaan Lagrange tidak mengalami perubahan.
Sebagai contoh adalah di dalam sistem dimungkinkan berlangsung suatu
urutan kejadian yang akhirnya dapat dinyatakan dalam persamaan
Lagrange, apabila dimungkinkan terjadi gerak kebalikan. Akan diperoleh
persamaan gerak yang sama dan berarti pula bahwa urutan-urutan
kejadian tetap seperti kejadian sebaliknya. Dalam sistem mekanika
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klasik demikian semua gerak suatu sistem diktakan berlangsung secara
reversibel. Jika diketahui fungsi Lagrange, dapat ditulis persamaan
gerak sebagai berikut:

QLY aEN . oL e
dt \dv, ) ~ Ory )

Substitusikan ke pers. [5.1]. didapat

dv, v
My =~ = ( .

ot~ or,

ot
0
S

Persamaan ini tidak lain sama dengan persamaan gerak Newton dan
diketahui sebagai pembentuk "bangunan mekanika" dari sistem partikel
bermassa. Vektor

au

6 = == 5.4)
or, (2

yang terletak pada ruas kanan pers.[5.3] dan diketahui tidak lain sebagai
gaya yang bekerja pada partikel ke a. Gaya ini, seperti halnya dengan
U, hanya bergantung pada koordinat dari sistem partikel yang bersangkutan.
Akan tetapi, tidak bergantung pada kecepatan.Pers. [5.3] juga menunjukkan
bahwa vektor percepatan partikel hanya bergantung pada koordinat
partikel semata.

Energi potensial hanya didefinisikan hingga konstanta penambah
tertentu; dengan menambahkan konstanta tidak akan mengubah persamaan
gerak (hal ini berlaku sama seperti yang telah dibahas untuk fungsi
Lagrange pada § 2). Konstanta yang secara alamiah dipilih dalam hal
ini adalah yang dapat menyebabkan harga energi potensil menjadi nol
atau dengan perkataan lain bertambahnya jarak antara partikel yang
berinteraksi. Dalam merumuskan pesamaan gerak tidak digunakan
koordinat Cartesian, tetapi koordinat diperumum. Maka akan diperoleh
fungsi Lagrange berdasarkan transformasi koordinat sebagai berikut.
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: fali
Ta = fa(‘ha Qs q,). b Z aqk.

~

Masing-masing koordinat dan kecepatan disubstitusikan ke dalam
fungsi Lagrange sebagai berikut (dalam koordinat Cartesian).

1 3 od s
L = 5 Z my{.rg + .‘}3 +I:J i

a
maka persamaan Lagrange yang dicari adalah

i é > ailq) dide - Ula), (5.5)
ik

dengan koefisien a, bergantung pada sistem koordinat. Energi kinetik
dalam sistem koordinat diperumum juga sebagai fungsi kecepatan
kuadrat, selain itu dapat bergantung pada koordinat.

Bagaimana dengan sistem terbuka ?

Sistem terbuka

Hingga di sini dibahas sistem tertutup. Sekarang akan dibahas sistem
terbuka A yang berinteraksi dengan sistem lain, yaitu B dan menyebabkan
gerak. Dalam kasus ini dikatakan bahwa sistem A bergerak di dalam
medan yang ditimbulkan oleh sistem B. Untuk menganalisa kasus ini
secara kuantitatif harus diandaikan seolah telah diketahui koordinat
untuk masing-masing partikel yang terdapat di dalam sistem A dan
B.sehingga fungsi Lagrange sistem L, dan dapat ditentukan pula fungsi
Lagrange untuk kedua sistem A + B L, serta koordinat g, melalui
pemberian fungsi terhadap waktu juga diketahui.

L = Tu(qa, 44) + Ta(gs, i) — U(qa, q8),
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dengan T, dan 7, adalah energi Kinetik masing-masing sistem dan U
adalah energi potensial (sebagai suku interaksi keduanya). Dengan
mengandaikan g, sebagai fungsi dari wakw dan mensubstitusikannya
ke dalam T, (q,). q,(t)) dan hanya sebagai fungsi waktu (karenanya
nantinya terdapat turunan suatu fungsi sembarang yang bergantung
terhadap waktu), diperoleh bahwa

L = Tai(qa. ¢1) = Ulqa. q8(1))

Melalui cara demikian fungsi Lagrange untuk sistem yang berada di
dalam medan luar dirumuskan dalam fungsi Lagrange biasa, hanya
dengan perbedaan bahwa energi potensial bergantung pada ekspliit
terhadap waktu.

Bentuk umum persamaan Lagrange sebuah partikel yang bergerak
di dalam medan luar adalah.

i
mues # B
e U(r, L), (3.6)

dengan pesamaan geraknya menjadi

8 ou (5.7
LU e 3.7]
ar ;
Suatu medan dikatakan homogen jika semua titik massa mengalami
gaya F yang sama. Sehinga energi potensial di dalam sistem demikian
dapat ditulis menjadi:

U= ~F-r. (5.8)

Sebagai penutup akan dibahas penggunaan fungsi Lagrange dalam
berbagai persoalan konkrit. Persamaan ini banyak berhubungan dengan
persoalan-persoalan sistem mekanika, di mana interaksi antara benda
digambarkan dalam apa yang disebut sebagai karakter pengikat, yaitu
sebagai batasan atau konstrain, selalu digunakan koordinat. Pengikat
tersebut kenyataannya dapat berupa tali, balok, kawat, dan lain sebagainya.
Dalam hal-hal tersebut dapat beberapa isitilah, misalnya gerak benda
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dengan gesekan pada titik-titik kontaknya sehingga persoalan dapat
dibahas masih dalam batasan kerangka mekanika. Akan tetapi, di dalam
banyak persoalan mekanika terdapat pengaruh gesekan yang amat kecil
sehingga biasanya dapat diabaikan. Jika untuk suatu kasus jumlah dari
pengikat diperkecil, sama artinya memperkecil derajat kebebasan s dari
sistem (dibandingkan dengan jumlahnya yang sama dengan 3N). Untuk
mencari persamaan gerak sistem, secara umum dapat digunakan pers.
[5.5]. dengan jumlah koordinat diperumum sesuai dengan banyak
jumlah derajat kebebasan.

Contoh-contoh

Cari fungsi Lagrange sistem berikut yang terdapat di dalam medan gaya
berat (misalnya; percepatan gaya berat g).

Contoh 1: Bandul ganda (lihat gbr. [1])

Pada bandul ganda masing-masing beban m, dan m, digantungkan pada
tali dengan panjang !, dan |,.Cari fungsi Lagrange sistem m, dan m,

Gambar 1:

Penyelesaian
Sebagai koordinat pilih koordinat @, dan @, yaitu sebagai sudut yang
dibentuk oleh tali /, dan [, terhadap garis vertikal. Koordinat dan
kecepatan massa m,

. = [l sing &1 = 1} £ cos iy

yi = licosp, n = =ligsing,
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maka energi kinetik dan potensial m  adalah

1 2.2 . -
T, = 5’nllf?fv Uy = —mqyyl cose.

Untuk menentukan energi kinetik sistem massa m, maka koordinat
Cartesian masa tersebut (r,, v,, koordinat titik awal terletak pada titik
di mana tali digantungkan. sumbu-v diletakkan pada arah vertikal)dengan
sudut @ dan @,

rg = I sin ©; + [; sin 23, ys = 1y vos 2y + la cos .

Gambar 2:

Selanjutnya di dapat

S e .2 ms ! .
o= 5 (33 +93) = = (57 + 335 + 20l cos (21 = ¢2) 1 22)

dan akhirnya di dapat

my+ma , . m;
L = e lr-;lz-*-—)—[ § thl[ y’;'r)('o"‘( ‘r’")

+(my +my) gl cos oy + mygly cos .

Contoh 2: Bandul Bidang dengan massa m,

Dengan titik penggantung (mengandung massa m,) dapat bergerak
hirizontal menurutm garis lurus (lihat gbr [2]).
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Penyelesaian

Dengan menganggap koordinat m adalah r dan sudut ¢ antara tali
bandul dan garis vertikal, maka koordinat massa m,

I = r .i’,'l:,i,‘

n =10 & =1

Energi Potensial m,

u =20
Koordinat massa m,
r; = x+1Ising, &ty = o+ {Hcosy
yo = lcosp, 4y = —l7sinp

Energi potensial m
U= -mg l cis @

Dengan demikian fungsi Lagrange sistem keseluruhan adalah

rnl + 1’7!2 «2 n?;‘ L | _
et D" £ (€5 + 2145 cos 2) +maglcos .

&~

Contoh 3: Bandul Bidang dengan titik tangkap pada

(a) sepanjang kerucut vertikal bergerak dengan frekuensi konstan y
(lihat gambar [3]);

(b) bervibrasi secara horizontal berdasarkan persamaan acos ¥ t; dan

(¢c) Dbervibrasi secara vertikal berdasarkan persamaan a cos ¥ t.

Penyelesaian

(a) Kordinat titik-titik adalah (lihat gambar [3])

z = a cos Yyt + I sin ¢, y = —asin vyt + { cos ¢,
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Gambar 3:

sehingga diperoleh fungsi Lagrange sebagai berikut

m12 ,2 0 .
L= —é-—p +mla=” sin( — +t) + mgl cos

dalam hal ini suku-suku diabaikan, yaitu suku-suku yang mengandung
turunan total terhadap waktu separti mal yos (@ — gammat).

(b) Koordinat titik-titik adalah

r = acos yl+1sin p, ¥ = oo,

sehingga diperoleh fungsi Lagrange (dengan mengabaikan fungsi yang
bergantung pada waktu) sebagai berikut

2
LA 2 .
L= —— ¢ +mlay” cosyt sin ¢ + mgl cos ¢

(¢) dengan koordinat titik-titik analog pada (b) diperoleh fungsi
Lagrange (dengan mengabaikan fungsi yang bergantung pada
waktu) sebagai berikut

12
L= "¢ +mlar

2 ;

cosyl cos » + mgl cos ¢
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Contoh 4: Misalnya, diberikan sistem seperti yang tergambar pada
gambar [4]. Massa m, bergerak sepanjang sumbu vertikal dan seluruh
sistem bergerak dengan kecepatan sudut konstan Q terhadap sumbu ini.
Cari fungsi Lagrange !

A
=
L

Gambar :

Penvelesaian

Misalnya sudut antara sisi adalah © dan sudut putar seluruh sistem
Y terhadap sumbu y = Q. Untuk titik bermassa m, berlaku pergeseran
elemen sebesar d/ = a’d®’+da’sin’ ©d@’. Jarak massa m, terhadap titik
tangkap (titik gantung) adalah A2a cos © sehingga dl;: —2a sin sin
©dO. fungsi Lagrange dapat ditulis dalam

L = n'zlaz((-.)'hf-i'l2 sin? © . 0?2 +2gaim +m,) cos O
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Hukum-hukum Kekekalan

6. Energi
Pada gerak suatu sistem mekanik terdapat perubahan sebanyak
25 besaran q dan g, ( i = 1. 2, 3, ......) yang menentukan keadaan

sistem. Setiap besaran ini mengandung fungsi tertentu, yang pada proses
gerak yang bersangkutan akan mempunyai harga bergantung pada
syarat awal. Fungsi ini disebut sebagai integral gerak.

Jumlah integral yang saling tidak bergantung satu sama lain,
untuk satu sistem mekanika dengan derajat kebebasan 2s adalah
25—1 dan dapat ditentukan melalui analisa yang akan dibahas berikut
ini. Penyelesaian persamaan gerak mengandung 2s konstanta (lihat
keterangan pada §2). Karena persamaan gerak sistem tertutup tidak
bergantung pada waktu secara eksplisit, maka waktu awal dapat dipilih
mempunyai harga sembarang sehingga konstanta yang muncul pada
penyelesaian persamaan gerak selalu dapat dianggap sebagai penambahan
konstanta waktu 7. Dengan mengeliminasi + + ¢ dari fungsi banyak
25 didapat rumusan ¢, dan g dalam C,C, ......, C,, , sebagai berikut

1
Qio = gt + 15, C1. Cy, +5+, Coyy)
% = Gi(t+t. C\.Ca -+, Coy)

jika 2s — 1 konstanta C,, C, ......, C, , ditulis dalam variabel g dan
g akan diperoleh integral gerak yang dimaksud.

23
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Dalam mekanika integral gerak mempunyai peran yang sama
pentingnya. Akan tetapi, di dalamnya terkandung konstanta penyebab,
yang timbul karena sifat dasar homogenitas dan istropik ruang waktu.
Besaran (berupa konstanta) yang dimaksud disebut sebagai besaran
"kekekalan" dan mempunyai sifat penting, yaitu dapat saling ditambahkan.
Harga besaran ini untuk suatu sistem yang terdiri dari beberapa bagian
(subsistem), dengan mengabaikan interaksi antara sesama subsistem
sama dengan penjumlahan masing-masing harga besaran tersebut untuk
setiap sistem.

Justru karena sifat yang dapat ditambahkan tersebut, maka
besaran ini dalam mekanika menjadi penting. Sebagai contoh, terdapat
dua sistem yang dalam waktu tertentu saling berinteraksi. Dalam hal
ini integral gerak, baik sebelum maupun setelah interaksi sama dengan
jumlah integral gerak masing-masing benda sehingga berdasarkan
hukum kekebalan besaran ini memberikan kemungkinan sederetan kunci
tentang keadaan-keadaan sistem setelah terjadinya interaksi, yaitu jika
diketahui keadaan kedua benda sebelum terjadinya interaksi.

Pembahasan akan dimulai dengan menilik homogenitas waktu.
Adanya homogenitas waktu akan menghasilkan fungsi Lagrange suatu
sistem tertutup yang tidak bergantung pada waktu secara eksplisit.
Dengan dasar ini maka diferensial total fungsi Lagrange terhadap waktu
dapat ditulis sebagai berikut

% = Z %(j;%—Z -ai('j

i ([l

Seandainya L bergantung pada waktu secara eksplisit, maka pada
ruas kanan akan muncul suku dL/dr. Dengan menggantikan turunan d./
dg, dari persamaan Lagrange dengan dL/dtdl/q: diperoleh

d d (OL\  —OL. ~—d (Il
HT:Z"‘?IT(“)“‘“ZT"‘Z(H(WL)

qi
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atau

Dari persamaan ini diperoleh

. 0L :
rﬁ;m% I (6.1)
adalah konstan untuk gerak sistem tertutup, atau dengan perkataan lain
pers. [6.1] menggambarkan integral gerak sistem. Besaran ini disebut
sebagai energi sistem. Sifat dapat ditambahkan dari energi berasal dari
sifat penambahan fungsi Lagrange, yang pada pers [6.1] dinyatakan
secara persamaan linear. Hukum kekekalan energi tidak hanya berlaku
untuk sistem tertutup, tetapi berlaku untuk sistem yang di dalamnya
terdapat medan gaya yang konstan (yaitu jika medan tidak bergantung
pada waktu); satu-satunya yang digunakan dalam menurunkan sifat
fungsi Lagrange juga terdapat dalam kasus ini adalah ketergantungan
terhadap waktu secara eksplisit dan disebut sebagai konservatif.

Seperti telah dibahas pada §5 bahwa fungsi Lagrange suatu sistem
tertutup (atau suatu sistem yang terdapat di dalam medan gaya tidak
bergantung pada waktu), dinyatakan dalam bentuk

L=T(q9 =)

Dalam hal ini 7 adalah fungsi kecepatan kuadrat. Jika digunakan
teorema Euler untuk suatu fungsi homogen dikerjakan pada fungsi ini
akan diperoleh:

Z‘ii%‘_[:=zfjx%z=2]“

Dengan mensubstitusikan persamaan ini ke pers. [6.1] didapat bahwa
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E = T(g.4) - Ua) (6:2)
dan jika dinyatakan dalam koordinat Cartesioan
p?
m,, ‘e

a

Dengan cara ini energi suatu sistem dapat ditulis mengandung dua suku
yang berbeda yaitu energi kinetik yang bergantung pada kecepatan dan
energi potensial yang bergantung pada koordinat partikel yang
bersangkutan.

7. Momentum

Hukum kekekalan lain yang muncul dari homogenitas ruang
adalah momentum.

Apakah fungsi Lagrange berubah terhadap pergeseran ruang secara
paralel?

Dari homogenitas diperoleh bahwa suatu sistem tertutup pada suatu
pergeseran ruang sembarang, yang terjadi secara paralel, keseluruhan
sistem tidak mengalami perubahan. Sebagai contoh, terjadi pergeseran
infinitisimal sebesar € dan akan dibuktikan bahwa fungsi Lagrange tidak
mengalami perubahan. Jika sistem secara keseluruhan mengalami
pergeseran ruang (koordinat), semua sistem yang terdapat di dalam akan
mengalami pergeseran koordinat yang sama, yaitu jika vektor titik
mula-mula adalah sama dengan r, setelah mengalami pergeseran
menjadi r, + e. Perubahan L pada transformasi koordinat ini secara
infinitisimal, untuk kecepatan tetap yang sama adalah

)L
Z araﬁrn i EZ ;T'u

Penambahan dilakukan terhadap seluruh titik massa yang terdapat di
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dalam sistem. Karena € berharga sembarang, dapat dipilih L = 0 atau
ekuivalen dengan

aL
== T
Z or, (7.1)
a
Dengan menggunakan persamaan Lagrange pers. [5.2] diperoleh

dL
dt Bv it Z 0'0,,

Dengan demikian, diperoleh hasil perhitungan untuk sistem
mekanis tertutup suatu besaran vektor:

P = s (7.2)

yang pada gerak adalah tetap. Vektor P selanjutnya disebut sebagai
momentum linier dari sistem. Dengan menurunkan fungsi Lagrange
pada pers. [5.1] didapat bahwa momentum dapat dinyatakan dalam
massa dan kecepatan partikel

P = E Mg U,
a

Dalam hal ini momentum juga mempunyai sifat dapat ditambahkan
(penambahan vektor). Oleh karena itu, momentum sistem keseluruhan
adalah kebalikan dari energi, sama dengan penambahan vektor semua
momentum partikel yang terdapat di dalam sistem

~—

-]
e
—

P=my

a

yaitu tidak bergantung pada apakah interaksi antara partikel di dalam
sistem diabaikan atau tidak.

Untuk ketiga komponen vektor momentum berlaku hukum kekekalan
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medan gaya luar. Masing-masing komponen momentum dengan adanya
medan gaya luar tetap mempunyai harga seperti semula. Jika energi
potensial sistem tidak bergantung pada koordinat (misalnya C artesian).
Pada peristiwa pergeseran terhadap sumbu koordinat tidak menjadi
perubahgan sifat-sifat sistem kemanis. Hal ini mempunyai arti bahwa
proyeksi momentum pada sumbu koordinat merupakan besaran kekelan.
Di dalam medan homogen yang arahnya paralel terhadap sumbu-z,
misalnya komponen-komponen r dan v adalah besaran kekekalan.

Pers. [7.1] sendiri mempunyai pengertian fisis tersendiri. Turunan
d/Ldr, = dU/dr, menggambarkan gaya yang bekerja pada partikel ke
a. Dengan demikian, pers. [7.1] adalah jumlah seluruh gaya yang
bekerja pada seluruh partikel dalam sistem tertutup sama dengan nol.

Y F,=0 (743

Misalnya di dalam sistem terdapat dua titik massa, maka F +
F, = 0. Gaya yang bekerja pada partikel pertama karena partikel kedua
m_empunyai besaran yang sama, akan tetapi mempunyai arah berlawanan.
Ramalan ini disebut sebagai prinsip kesamaan gaya aksi dan rekasi.
Jika gerak ditulis dalam koordinat diperumum ¢, maka persamaan
Lagrange dapat ditulis dalam kecepatan diperumum sebagai
()t’[,‘

disebut sebagai momentum diperumum dan turunan koordinat
diperumumnya

v 0
f)ql‘

disebut gava diperumum. Dengan kedua hubungan ini maka persamaan
Lagrange dalam bentuk

p=F ?

|
et |
—
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Dalam koordinat Cartesius komponen-komponen vektor momentum
p, dapat. dinyatakaln sesuai dengan masing-masing sumbu yang
bersangkutan. Dalamjl koordinat diperumum momentum p, adalah suatu
besaran yang bergantung pada linier kecepatan diperumum tidak
dinyatakan dalam masa kali kecepatdn lagi.

Contoh 5: Sebuaf benda bersama m bergerak dengan kecepatan v, dari
suatu ruang dengan energl potensml konstan sebesar U, ke ruang lain
dengan energi tersebut konstan, -tetapi sama dengan U_.

Tentukan perubahan persamaan gerak partikel!

Penyelesaian: Karena energipotensial konstan, .maka tidak bergantung
pada koordinat sehingga sumbunya paralel terhadap permukaan batas
kedua ruang. Oleh ‘sebab itu, proyeksi momentum partikel pada
permukaan ini merupakan besaran kékekalan; jika dimisalkan bahwa
sudut . ©, dan O, nﬁasing—masing sudut kecepatan v, dan v, pada
permukaan batas kedua ruang dari partikel untuk saat sebelum dan
sesudah melewati permukaan tersebut, maka didapat bahwa v,sin @
= v, sin ©, sehingga perbandingan antara v dan v, dapat dtperoleh
darl hukum kekekalan energi sebagai :

sne, - 2
— = \/1+;m‘gtb’1—lﬂz)

sin @, 7

|
8. Titik Berat

Momentumn suatu sistem mekanis tertutup mempunyai harga yang
berbeda pada sistem, inersial yang berbeda..Jika sistem K' bergerak
dengan kecepatan V relatif terhadap sistem inersial K, maka kecepatan
partikel ke a pada masing-masing sistem mempunyai hubungan v', =
v, + V. Dengan demikian, 'akan diperoleh pula hubungan momentum
P dan P'sebagai berikut

1 o ,
— o C o 7
P = E Mav, = E maul + 1 s- m,
a R a .
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atau

P Pl ¥ 5 i, (8.1)

Dalam sistem inersial K' terdapat svatu titik yang mempunyai
momentum total sama dengan nol. Jika pada pers. [8.1] dibuat p' = 0
maka diperoleh bahwa kecepatan sistem inersial ini adalah

p Y mav,
= - (8.2)

Lma 1 me
a 1

Jika momentum total sistem mekanis sama denga nol, dapat dikatakan
bahwa sistem mekanis pada sistem inersial yang bersangkutan berada
dalam keadaan diam. Pernyataan ini merupakan istilah diam secara
umum alamiah untuk satu titik massa. Sehubungan dengan itu kecepatan
V akan bertambah, sesuai dengan pernyataan pada pers. [8.2] sebagai
arti dari kecepatan dari gerak suatu sistem mekanis secara keseluruhan,
yang mempunyal momentum tidak berharga nol. Dengan demikian,
dapat pula terlihat adanya hukum kekekalan momentum, yang secara
alamiah istilah diam dan kecepatan suatu sistem mekanis didefinisikan
secara keseluruhan.

|4

Pers.[8.2] menunjukkan bahwa relasi antara P dan kecepatan V
dari keseluruhan sistem adalah sama seperti momentum dan kecepatan
masing-masing titik massa yang mempunyai massa | = £ m,, yaitu
sama dengan penjumlahan massa seluruh titik yang terdapat di dalamnya.

Ruas kanan pers. [8.2] dapat ditulis sebagai turunan dari persamaan

S m,r,
R = = (8.3)

qu
=

Kecepatan sistem keseluruhan adalah sama dengan kecepatan suatu titik
yang bergerak di dalam ruang dan mempunyai vektor R. Titik ini
disebut sebagai titik berat dari sistem. Maka dengan adanya rumusan
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di atas, hukum kekekalan momentum suatu sistem mekanis tertutup
dapat pula diformulasikan sebagai Titik berat sistem bergerak lurus
beraturan dan serbasama. Bentuk formulasi ini merupakan pernyataan
umum dari hukum kelembaman yang telah dibahas untuk satu titik
massa pada § 2.3, yang mempunyai titik berat sama dengan titik yang
bersangkutan.

Pada analisa sifat mekanis suatu sistem tertutup tentunya digunakan
suatu sistem inersial tertentu, di mana titik berat berada dalam keadaan
diam. Dengan cara ini semua gerak titik-titik yang tidak beraturan dan
terdapat di dalam sistem tersebut dapat dieliminasi.

Energi suatu sistem yang berada dalam keadaan diam keseluruhan
biasanya disebut sebagai energi dalam E, Energi ini mengandung
energi kinetik dari gerak relatif partikel di dalam sistem dan energi
potensial dari interaksi yang juga terdapat di dalam sistem yang
bersangkutan. Energi total suatu sistem yang secara keseluruhan
bergerak dengan kecepatan V dapat ditulis dalam bentuk

1 V2

+ Edim. (3.4

Walaupun kebenaran rumusan ini telah dijelaskan, perlu kiranya dibuat
pembuktian untuk membuat persoalan ini semakin jelas.

Energi E dan E’ dari suatu siatem mekanis masing-masing untuk
sistem inersial K dan K’ mempunyai hubungan sebagai berikut:

1 e W . -
§Zmav;+l: S E—Z m, (v +V)?+U

= ,uV VZm,,v +va“+U

E

Il

atau

M— d ’ “VE 8 o=
E_E+V-P+-—2--. (3.3)
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Rumusan ini adalah rumusan transformasi energi untuk suatu sistem
inersial ke sistem inersial lainnya.

Contoh 6: Tentukan rumusan transformasi aksi S dari suatu sistem
inersial ke sistem inersial lainnya

Penjelasan: Fungsi Lagrange adalah sama dengan perbedaan energi
kinetik dan potensial. Dengan mengamati kembali pers. [8.5] diperoleh

1, = L'+V‘P'+:1;;£V2

Jika persamaan ini diintegrasi terhadap waktu, akan diperoleh persamaan
transformasi aksi S yang dicari

1 9
S = S'+;¢V-R'+;;:V't

dengan R' adalah vektor jari-jari titik pusat massa di dalam sistem
inersial K"

9. Momentum Angular

Pembahasan tentang hukum kekekalan selanjutnya bersangkutan
dengan akibat isotropi ruang.

Isotropi dalam hal ini mempunyai arti bahwa sifat suatu sistem
mekanis tertutup yang seluruhnya dirotasikan di dalam ruang tidak akan
mengalami perubahan. Untuk itu perhatikan rotasi yang sangat kecil
tak berhingga suatu sistem dan akan dibuktikan setelah bendan mengalami
rotasi, fungsi Lagrange benda tidak mengalami perubahan. (Misalkan
rotasi dilakukan dengan sudut sebesar &¢ searah jarum jam).

Selanjutnya akibat rotasi demikian terdapat pertambahan vektor
jari-jari suatu titik massa terhadap titik acuan. Pergeseran linier ujung
vektor jari-jari dapat dinyatakan dalam relasi sebagai berikut [ér|=r
sin © 8¢ (lihat gambar [5). Vektor 8¢ tetap terletak tegak lurus terhadap

r dan 8¢ z,y, z.
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Keceparan

didefinisikan

yaitu vektor perubahan posisi partikel setiap saat. Biasanya ditulis
v =r.

Percepatan

didefinisikan

yaitu vektor perubahan kecepatan partikel setiap saat. Biasanya ditulis
a=r

Bagaimana menyatakan posisi sistem yang terdiri dari N titik
massa ? Posisi masing-masing partikel mempunyain 3 komponen
koordinat (c, z, z). Maka dalam sistem yang mengandung N partikel
akan terdapat 3N komponen vektor posisi 3N disebut derajat kebebasan
sistem yaitu jumlah besaran sistem yang saling tidak bergantung pada
besarnya bilangan menyatakan posisi masing-masing partikel pada arah
sumbu koordinat.

Besaran ini tidak harus dinyatakan dalam koordinat cartesian;
sistem koordinat dapat dipilih sesuai dengan persoalan yang dihadapi,
agar persoalan lebih mudah diselesaikan membentuk luasan. Maka
berlaku

br = [ 2]V (9.1)

Dengan merotasikan sistem tidak hanya vektor jari-jari yang mengalami
perubahan, tetapi juga kecepatan semua partikel; untuk itu harus
dilakukan transformasi koordinat dengan cara seperti biasa. Dengan
demikian, akan diperoleh pertambahan kecepatan dibanding dengan
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kecepatan terhadap sistem koordinat acuan semula
v = [6p-v] (9.2)

Kemudian pernyataan di atas disubstitusikan ke dalam fungsi Lagrange
dan menghasilkan perbedaan sebagai berikut

alL oL
6L = ér, dv, | =0
; (311, . +U’v v)

u

dan tuliskan v dalam definisi p, dan turunan d/Ldr berdasarkan
persamaan Lagrange ditulis sebagai p, maka diperoleh

3 (pa 16 pal +Pu (60 v]) = 0

a

atau dengan menukarkan secara siklik faktor d¢ yang terdapat di dalam
tanda kurung

b E ([ra Pa] + [vapa]) = 5:,9% (Z ['r,lp,,]) =0

5(0‘ 50

(o)

Gambar 3:

1y tanda kurung [ ] berarti sebagai perkalian vektor, biasanya ditulis sebagai cross product
dengan tanda x dan ditu:lis tanpa tanda kurung.
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Dalam hal ini haruslah berlaku untuk sembarang 3¢ sehingga

d ;
d (Z [ruPu]) =0

L

Dengan demikian, diperoleh hasil bahwa dalam suatu gerak sistem
mekanis tertutup terdapat vektor

M=) [r.p)] (9.3)

yang selalu tetap. Vektor ini selanjutnya disebut sebagai momentum
angular dari sistem. Panambahan vektor ini tidak bergantung pada
momentum linier antara sistem terdapat interaksi atau tidak.

Dengan demikian, semua integral gerak telah dibahas dengan
tuntas berlaku untuk setiap sistem tertutup yang termasuk pada §3.2
secara keseluruhan energi, 3 komponen momentum linier dana momentum
angular.

Definisi momentum angular berawal dari vektor jari-jari partikel,
sehingga momentum angular akan bergantung pada pemilihan titik
tangkap (titik acuan) vektor jari-jari. Antara jari-jari r dan r', masing-
masing berjarak a terhadap satu titik acuan yang sama, terdapat
hubungan r = r' + a  Maka didapat

M=) [rap) = Y [rip] +[a . pl]

a 2

atau

M = M’ +[aP| (9.4)

Dari rumusan ini dapat terlihat bahwa suatu sistem keseluruhan berada
dalam keadaan diam (P = 0 ) hanya jika momentum angular tidak
bergantung pada pemilihan titik tangkap (titik acuan). Dari hukum
kekekalan momentum angular keadaan yang tidak menentu demikian
tentunya tidak akan ada karena momentum linier suatu sistem mekanis
tertutup merupakan besaran kekal (integral gerak).
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Selanjutnya akan diturunkan rumusan yang menghubungkan
momentum angular yang berasal dari dua sistem inersial dan K.
Anggap bahwa sistem inersial kedua K' bergerak relatif terhadap K
dengan kecepatan V. Misalnya, sistem inersial K dan k' dalam waktu
pengamatan ini berada pada titik yang sama. Maka vektor jari-jari
partikel dalam kedua sistem adalah sama dan kecepatannya berlaku
hubungan v, = v' + V. Dengan demikian, diperoleh

M = Z mu[w'uv,]+z m, [r, V]

Penjumlahan suku pertama pada ruas kanan merupakan M’ di sistem
inersial K' jika penjumlahan suku kedua pada ruas kanan dari titik berat
dengan memandang kembali pers. [8.3], maka didapat

M = M+ u[RV] (9.3)

Pers. [9.5] merupakan persamaan transformasi dari momentum angular
yang berasal dari suatu sistem uniersial ke sistem inersial lainnya dan
muncul dengan analogi momentum linier dan energi dari pers .[8.1]
dan [8.5]. Jika pada sistem inersial K’ sistem mekanis tertutup dalam
keadaan diam, V haruslah merupakan kecepatan titik beratnya dan pV
adalah momentum angular totalnya P (dihitung dari sistem inersial K).
didapat

M = M' + [RP] (9.6)

Dengan perkataan lain, momentum angular M merupakan momentum
angular karakteristik atau sebagai momentum angular sistem dengan
titik berat berada dalam keadaan diam bersama-sama dengan [RP], yang
dari gerak sistem keseluruhan berada dalam keadaan diam.

Untuk setiap 3 komponen momentum angular (terhadap titik
acuan sembarang) hanya berlaku hukum kekekalan untuk sistem
tertutup; pada sistem terbatas atau juga pada sistem yang berada di
dalam medan gaya luar.

Penurunan di atas terlihat bahwa proyeksi momentum angular
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pada sumbu simetri medan yang ada adalah tetap diperoleh, dalam hal
ini sifat mekanis dari sistem yang mengalami rotasi sembarang tetap
tidak berubah. Selain itu, momentum angular haruslah mempunyai satu
titik tangkap (titik acuan atau titik awal koordinat) yang terletak pada
sumbu tersebut.

Persoalan yang terpenting, yaitu momentum angular terdapat di
dalam medan simetri bola, dengan energi potensial hanya bergantung
pada jarak terhadap titik pusat. Rotasi yang terdapat di dalam medan
demikian poryeksi momentum angular tetap berada pada sumbu sembarang
yang melalui sumbu. Dengan perkataan lain, momentum angular M
merupakan besaran kekal (konstanta gerak), jika didefinisikan melalui
titik pusat dari medan,. Akan tetapi, tidak merupakan konstanta gerak
jika didefinisikan terhadap titik sebarang yang terdapat di dalam ruang.

Contoh lain, suatu medan homogen yang terdapat sepanjang
sumbu z, padanya proyeksi momentum angular M_merupakan konstanta
gerak walaupun dipilih titik acuan secara sembarang.

Patut pula dicatat bahwa proyeksi momentum angular pada
sembarang sumbu (misalnya dalam hal ini sumbu z) dapat diketahui
dengan menurunkan fungsi Lagrange dengan rumusan

aL

— 0.

M, = (9.7)

dalam hal ini koordinat sudut putar ¢ terdapat di sekitar sumbu z. Hal
ini diperoleh berdasarkan karakter momentum angular yang telah
diturunkan di atas; tetapi tentunya dapat pula dibuktikan secara
langsung. Dalam koordinat selinder r, @, z diperoleh dengan
mensubstitusikan x, = r cos @, y = r, sin @ dan z = z:

‘1’[: = Z ma(Ia ya = Ya i'a) = Z Mg ra2‘.5a (98)
a a

Selain itu, diperoleh pula fungsi Lagrange dalam variable-variable
tersebut.
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L= ‘)Zma 2 +r,, P2 +2)-U

Jika disubstitusikan ke pers. [9.7] akan diperoleh kembali pers [9.8]
Contoh 7: Tentukan momentum angular dalam sistem koordinat
cartesian dan hitung harganya dalam koordinat selinder
Penyelesaian:

M = msin o (ri —zt)—mrz @cos @
mcos @ (zF —ri) —mrz @ sin @

<,
Il

m r'e
M =mr@(r+ 7))+ m (r} - z#P

=
1}

Contoh 8: Tentukan momentum angular dalam sistem koordinat
cartesius dan hitung harganya dalam koordinat bola

Penyelesaian: Dengan cara yang sama diperoleh komponen momentum
angular dalam koordinat bola

M, = —mr?(Osinp+5sin0 cosO cosy)
My, = mr?(0 cosp— sin® cos O sin w)
M, = mrisin?0@.;
M? = m?r?3% (0% +sin20- o?).
Contoh 9: Momentum P dan momentum angular M yang mana saja
akan tetap pada gerak rotasi dalam medan gaya berikut
a) Medan di atas bidang datar homogen tak berhingga.
Penyelesaian:P , P dan M_(bidang tak berhingganya adalah bidang
c -y
b) Medan simetri selinder homogen.
Penyelesaian: M, P (sumbu selinder dipilih sumbu z)

¢) Medan berbentuk piramida homogen.
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Penyelesaian: P_ (sisi pirisma paralel terhadap sumbu z),
d) Medan dari dua!titik

Penyelesaian

M (titik terdapat pada sumbu z)
e) Medan dalam kerucut homogen.

Penyelesaian: P (setengah permukaan tak berhingganya berada bidang
z-y yang dibatasi oleh sumbu y)

f) Medan suvatu cincin lingkaran homogen.
Penyelesaian: M_ (sumbunya sama dengan sumbu z).
g) Medan suatu spiral homogen tak berhinga.

Penyelesaian Fungsi Lagrange tidak mengalami perubahan karena
rotasi dari garis spiral (sumbu z) dengan sudut 8@ dengan pergeseran
terjadi sepanjang sumbu ini dengan lintasan f/2n dj (h adalah tinggi
garis spiral). Dengan demikian,

oL oL cohe
6[4 = ESZT—BZ(SQ = (Pz‘)—"'i"il‘fz) 6@

P ri}

kemudian didapat pula

M, + o P, = konstan

10. Kemiripan Mekanika

Perkalian fungsi Lagrange dengan suatu konstanta sembarang
tidak akan mengubah persamaan gerak. Sifat ini memberikan kemungkinan
kunci-kunci penting untuk memperoleh sifat-sifat gerak tanpa menintegrasi
persamaan gerak secara eksplisit.

Dalam hal ini terdapat kasus-kasus khususnya untuk energi
potensial yang merupakan fungsi homogen koordinat sehingga berlaku:

Ular,, ary, -+, ary) = o U(ry, 72, 7). (10.1)

o pada persamaan di atas adalah konstanta sembarang dan & adalah
bilangan yang menyatakan derajat homogenitas fungsi.
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Selanjutnya diperkenalkan suatu tfansformasi dengan mengalikan
koordinat dengan konstanta  dan waktu dengan konstanta B sekaligus

r, — ar,, t — 3t.

Sehingga semua kecepatan v _ dr/dt akan mengandung faktor o/f,
energi kinetik mengandung faktor a/ [3? dan energi potensial mempunyai
faktor o*. Jika o dan P ditentukan melalui syarat sebagai berikut

a? '
B—:, = a", dengan 3 =a

- fungsi Lagrange setelah mengalami transformasi ini akan mengandung -
a*, atau berarti pula bahwa persamaan gerak tidak mengalami perubahan.

1—

=

Mengalikan semua koordinat partikel dengan faktor konstanta
yang sama, menyebabkan partikel akan berada pada lintasan baru, yang
secara geometris adalah mirip denga lintasan lamanya dan kedua
lintasan tersebut mempunyai hubungan linier. Hal ini menyebabkan
 munculnya keuntungan tersendiri. Jika energi potensial suatu sistem
merupakan fungsi homogen dari k derajat dari koordinat (misalnya
koordinat cartesian), maka lintasan gerak sistem_ akan mempunyai
kemiripan, dengan perbedaan waktu (antara titik-titik pada lintasan)
mempunyai kelakuan sebagai berikut

tr l! 1"'%:' -

dengan {7/ adalah perbandingan linier jarak antara dua lintasan. Juga
perbandingan besaran mekanis lainnya, selain waktu, pada lintasan dan
wakiu yang sama akan mengandung pangkat tertentu dari perbandingan
I'/l. Untuk besaran kecepatan, energi dan momentum angular, misalnya

P\

()

AN

(T) , (10.3)
M P\

M (7) '

v

v
B
E
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Untuk lebih jelas Iihat beberapa contoh dlbaWdh ‘ini.

Seperti yang akan tﬁrllhat nantinya, energi poteps:al untuk kasus getaran
kecil merupakan fungsi dari koordinat kuadrat (4 = 2). Dari pers [IO 2]
diperoleh bahwa penode tidak bergantung. pada amphtudo WL

Kasus pamkel yang bergerak di dalam medan gaya, energi potensial
adalah fungsi linier dari kpordmat (Ilhat pers. [5 8], atau, k = I. Dari
pers. [10. 7] dlketahm N

I. T S,

~=
. .
\

i
Dari hubungan ini dapat diketahui bahwa sebuah benda yang jatuh

bebas kuadrat' waktu jatuh,adalah sama dengan tinggi atau jarak yang
ditempuh benda.

Interaksi tarik menarik' Newton antara dua masa atau interaksi
Coulomb antara did muatan yang ‘berbeda tanda, energi potensxal adalah
berbandmg terhadap terbilik koordinat, atan 'dengan perkataan lain
enérgi .poténsial sebagai fungsi homogen berderajat k = —l terhadap
koordinat. Untuk kedua 'kasus ini maka

I

v ’
Lo\t

dan ‘dari rumusan_ini- dapat dlramalkan bahwa kuadrat ‘waktu lintasan
. partikel adalah ‘sama dengan pangkat tlga Jarak antara kedua pamkel
yang berinteraksi- (hukum’ Kepler III) )

9

1 Jdika gerak suatu sistem mempunyai. energl potens:al dalam suatu.
daerah tertenty sebagal fungsi homogen. koordinatnya, terdapat sudtu

hubungan Sederhana antara energi kinetik dan potensial- rata-rata,

terhadpa waktu; hubungan atau relasi i Im dikenal dengan nama kaedah
virial. ' "

Oleh karena itu, ejnergl kinetik sebagal ‘fungm keccpatan kuadrat,
berdasarkan teorema Euler berlaku
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oT
dv,

v, = 2T

atau dinyatakan dalam momentum 97/dv, = p :

L P. v, (lt (Z P i"a) — Z T jJ‘a . (104)

()

Selanjutnya pers [10.4] dirata-ratakan terhadap waktu. Harga rata-
- rata terhadap suvatu fungsi sembarang f (1) didefinisikan sebagai berikut

r—oo T

J = llm -—j Sydr

Dengan sederhana dapat pula dilihat bahwa perata-rataan terhadap
waktu fungsi f (¢) akan sama dengan no, jika fungsi ini merupakan
suatu turunan terhadap waktu suatu fungsi F (1) (yaitu suatu fungsi
yang tidak mempunyai harga tidak tak terhingga). Maka didapat

_ ' dF ORI
i ]—df = lim ——F(T) (o) =0
di STe LT

Diasumsikan bahwa sistem bergerak di suatu daerah di dalam
ruang (terbatas) dengan kecepatan yang tidak mempunyai harga tak
berhingga. Maka hanya tinggal besaran I'rp , harga rata-rata suku
" pertama pada ruas kanan pers [10.4] adalah sama dengan nol. -Pada
ruas kanan terdapat P, yang menurut persamaan Newton dapat digantikan
dengan —dU/0r,

W
~3|

= Z Ty .a__U?) (10—))

2)  Pemyataan pada ruas kanan pers. [10.5] untuk sementora sebagai virtal dari sistem
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Jika energi potensial merupakan fungsi homogen dari r_berderajat &,
pers. [10.5] dapat berdasarkan teorema Euler dapat diubah menjadi

T = T . (10.6)

Karena 7+ U = E=E, relasi pada pers [10.6] dapat pula dinyatakan
dalam pernyataan i
I

k4

O]

U = E, T=

E, 10.7
- (10.7)

| )

+
o

yang menghubungkan T dan U dengan energi total E.

Untuk getaran kecil (9% = 2), misalnya terdapat hubungan

T=U

berarti bahwa energi kinetik rata-rata adalah sama dengan energi
potensial sistem. Untuk interaksi Newton atau interaksi fravitasi

{(k = -1) berlaku:
2T = -U

sehingga untuk kasus ini E = -7, sesuai dengan interaksi seperti ini
hanya berlangsung di dalam ruang terbatas, yaitu energi berharga
nggatif (lihat §4.5).

Contoh 10¢: Bagaimana perbandingan waktu dari titik-titik yang
bermassa berbeda sepanjang lintasan yang sama?

o im'
Tt Vm

Contoh 10: Dari soa] di atas cari perubahan waktu terhadap energi
potensial sepanjang lintasan yang sama! |

Penjelasan ¢ /7
, Vo

Penjelasan
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Integrasi Persamaan Gerak

11 Gerak Satu Dimensi

Gerak sebuah partike! dengan satu derajat kebebasan disebut
gerak satu dimensi. Bentuk umum fungsi Lagrange sistem seperti ini
mempunyai kondisi luar satu-satunya adalah

L= éa(q) i —Ulg) - (11.1)

a (q) adalah svatu fungsi koordinat diperumum gq. Jika q merupakan
koordinat cartesian (m:salnya x), berlaku_

I = E)‘”_— U(z) o (1L,

A

Persamaan gerak yang-berhﬁbungan dengan fungsi Lagrange di
atas dapat dicari dengan mengintegrasi. Untuk itu tidak perlu mencari
persamaan gerak, tetapi dapat dicari integral pertamanya, yaiotu
mengintegrasi persamaan yang dinyatakan dalam energi. Fungsi Lagrange
pers. [11 ’?] dapat dmyatakan dalam energ1 sebagm berlkut '

' mi? .,

“"_..z—(}"i-U( v) = L

L}

44
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Persamaan ini tidak lain merupakan persamaan diferensi orde pertama,
yang dapat diintegrasi melalui separasi variabel. Selanjutnya integrasi
dicari sebagai berikut

de

d¢

sehingga didapat

{ = 1123 / —L+1<0nstanta (11.3%
2 E—U{x)

" Untuk menyelesaikan pers. [11.3] adalah E dan konstanta integrasi
(konstanta) berperan penting.

Oleh karena itu, energi kinetik merupakan besaran yang secara definitif

.berharga positif, energi total sistem akan selalu lebih besar dari energi
potensialnya, berarti pula bahwa gerak hanya berlangsung pada daerah
tertentu di mana U (¢) < E.

Misalnya, energi potensial U {7:) inempunyai bentuk seperti digambarkan
pada gambar [6]. Jika dibuat garis lurus horizontal pada kurva energi
potensial, yang menyatakan energi total sistem E, gerak di dalam daerah
tersebut langsung dapat terlihat. Pada gambar [4.1] terlihat bahwa
lintasan gerak adalah AB dan daerah sebelah kanan dari C.

!
|
|
!
1
X3

' Gambar 6:

Titik energi potensial sama dengan energi total
Ule) = E . (11.4)

i
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adalah menentukan batasan (constrain) dari gerak. Titik balik adalah
titik arah kecepatan partikel berubah tanda. Apabila kedua sisi daerah
gerak dibatasi oleh titik tesebut, partikel dikatakan bergerak dalam
daerah terbatas; atau disebut juga finite. Jika daerah gerak tidak berbatas
atan hanya terdapat satu titik batas, gerak disebut sebagai ifnite, partikel
dikatakan bergerak ke tempat tak berhingga.

Gerak terbatas (finite) satu dimensi contohnya getaran, partikel
mengalami gerak periodik antara dua titik batas (pada gambar [6]
terlihat pada "lembah potensial" AB antara titik ¢, dan ). Dalam hal
ini, berdasarkan sifat dapat balik (recersibilitas) wakw yang dibutuhkan
untuk melintasi jarak dari x, ke x, adalah sama dengan waktu tempuh
partikel dari x, ke x,. Kemudian partikel bergerak ke arah sebaliknya,
sama dengan waktu untuk menempuh dua kali jarak dari x, ke x,
berdasarkan perss [11.3] diperoleh:

r2{ &)
e = e [ 4T
T(E)_\@—(/E) JETG) (11.3)

Harga x, dan x, untuk batas integral di atas dapat dicari sebagai akar
dari pers. [11.4] untuk harga energi E tertentu. Rumusan ini menghasilkan
periode getaran suatu partikel sebagai fungsi énergi.

Contoh 12: Hitunglah periode suatu getaran bandul matematis (sebuah
titik massa m dikatakan di salah satu ujung tali yang panjang /
sedangkan ujung lainnya diikat pada titik tetap) sebagai fungsi amplitudo
getaran! :

Penyelesaian: Energi total Bandul adalah

F o=

ml?$? —mglcos o = —m gl cos varphi,

(S e

dengan ¢ adalah simpangan sudut yang dibentuk oleh tali terhadap
bidang vertikal dan' ¢, dianggap sebagai harga simpangan sudut
maksimum. Periode gerak ini adalah sama dengan empat kali waktu
yang dicari dengan batas integral dari O hingga:(p" maka didapat



_4\f/\/coss,dcom f/(

Dengan mensubstitusikan
in £
sin 3

in Z&
sm.z

=5 C
maka integral di atas menjadi:

r[2

K (k) / 3
b c =
. V1= k2 sin® £

sehingga

2?2 o
5 —sm

WG

yang tidak lain merupakan integral eliptik orde pertama. Pada sin ¢ /

2= ¢ /2 L | (getaran kecil), diperoleh fungsi K (k) sebagai deret

L ] B ! .—I—"" e

Suku pertama ruas kanan persamaan di atas sesuai dengan rumusan

mendasar dari persamaan ini.

Contoh 13: Hitunglah periode suatu getaran kecil yang tergantung
energi untuk sebuah partikel bermassa m di dalam medan dengan energi

potensial
a) U= Alz|"
Penyelesaian:
(E/A)! " s ‘
T~ 93 dz 23/ 2m M-V / dy
- & <n =
L E— Az Al/n ) NATE
0
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Dengan mensubstistus;ikan v" = U maka integral dapat’d.i‘ul;ah menjadi
fungsi beta dari Euler yang dmyatakan dalam fungsi T Apabila hal
ini dilakukan didapat -

2/3mT (1)
nAURT (L +1)

A~ -
o
.

T = E

Ketergantungan T (E) sesuai dengan hukum kemiripan mekams yang
t

dinyatakan pada pers. [IO 2], [10. 3]. -

b) U = U/ cost? a5 dengah ~U, < E < 0.

Penyelesaian
TV 2m
T=
[£]
cj U= U;, tan az.
Penyelesaian
T S Am
aVvE U,

" Gambar T:
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12. Penentuan Energi Potensial dari Periode Getaran

Dalam pembahasan ini akan dibicarakan berapa jauh energi
potensial U {x) suatu medan gaya partikel dianggap mellgalami getaran
dengan periode T dan energi E diketahui. Secara matematis mencari
potensial berarti menyelesaikan persamaan diferensial pers [11.5].
dengan menganggap U (x) sebagai besaran atau variabel yang dicari
dan T (E) sebagai fungsi yang telah diketahui. ) N

Untuk membahas persoalan ini dari awal besaran U (x) yang terdapat
di dalam ruang tertentu mempunyai harga minimum dan untuk itu tidak
perlu diperhatikan apakah persamaan diferensial mempunyai penyelesaian
lain yang tidak memenuhi kondisi ini. Untuk menyederhanakan persoalan
ini U (x) mempunyai harga minimum di titik .acuan koordinat (titik
nol) sehingga harga potensial di daerah minimum ini dapat digantikan
dengan nol (lihat gambar [7].

Integral pada pers. [11.5] direformulasikan, yaitu dengan memandang
x sebagai fungsi U. Fungsi x (U) mempunyai arti ganda; setiap satu
harga energi potensial mempunyai dua harga x berbeda. Untuk
mereformulasikan pers,[11.5] dz digantikan dengan (dz/dU})dU dan
ditulis dalam bentuk penjumalahan dua integral (satu harga potensial
mempunyai dua harga x) integral pertama’ berawal dari x = x, hingga

= 0 dan integral kedua mulai dari x = 0 hingga x = xz, fungsi
x (U) dalam daerah tersebut ditulis dalam bentuk x, (U) dan x, ( U)

Batas integrasi dilakukan mulai dari 0 dan E sehingga diperoleh

T dra(U) dU_ /CI.I](U dU
HE = / & VE=o " VE=U

\/.?._W—I/ (d.l.'g_d.l']\}. du
0

W W, VE-u

____Pembagian kedua sisi dalam persamaan di atas digantikan dengan
Va< E, dengan o sebagai parameter dan integrasi terhadap E dari 0
ke a menghasilkan

]
1]
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atau dengdn menukar urutan 1ntegra51

: ] ( B \/—‘//<dr>(U _‘d.}:{(U))- - dE
s VQ—' JdU IIU ,\/(Q . E)(E-— b.)

fT(B)dE \/—/(dr,UJ da{U >/ dE
:,} \!(1"‘ E . el /_(,4 b)(ﬁv_

Integrasi terhadap E adalah elementer dan hargdnya sama dengan TT.

Selanjutnya mtegram terhadap o adalah tirival dan memberikan

(E)dE
Vo — Ja—-F

dalam hal ini dianggap bahwa X, (O) =X, (O) 0. Apabila o digantikan
dengan U, ' :

[e2(0) )] = F /

_ \/_);1_;:' [_1?-_!(0) - -Tl(a)]

Q

\,/U_T ‘ (.1?..1)'

Pers. [12.1] mempunya: arti jika T (E) dlkethaux perbedaan x,
(U) - X, {U) dapat dihitung. Fung31 X, (U) dan x, (U) tetap merupakan
fungsi yang belum diketahui. Dengan perkataan lam persamaan ini tidak
hanya mengandung satu Solusi, tetapi terdapat kurva U = U (x) pada
‘pemberian harga periode dan energl yang ada dan masing-masing dapat

U

dibedakan melalm deformasi perbedaan harga x yang hanya mempunyai

‘satu .

Dengan anggapan demikian, makKa fungsi .U = U (x) haruslah
dipilih sebagai fungsi yang mempunyai s:metrl d1 dalam dua daerah
yang dipilih atau dengan perkataan lain.

22(U) = —01(0F) = (U}
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Maka perss [12.1] dapat ditulis kémbali

T{L}dE

- - w2
T

13. Masa Reduksi

Persoalan penting gerak suatu sistem adalah perscalan gerak dua
titik massa saling berinteraksi satu sama lainnya (persoalan dua benda).
Dilam pembahasan ini akan dicari cara penyelesaiannya.

N 1

Sebagai langkah awal untuk menyelesaikan persoalan, ini ditunjukkan.
bagaimana persoalan dapat dirumuskan lebih sederhana dengan jalan
mentransformasrkan gerak relatif ke dalam gerak titik pusat massa
sistem.

Energi potensial interaksi dua partikel hanya bergantung pada
jarak pisah antara Keduanya, atan dengan perkatan lain bergantung pada
selisih jari-hari vektor kedua posisi benda terhadap titik acuannya.
Dengan demikian fungsi Lagrange sistem ini dapat ditulis.

m 1"?,_1_ me T
2 2

-

[ =

2= U - mal) (13.1

Misalnya jarak relatif antara kedua titik massa adalah

dan tempatkan titik acuan semula ke titik pusat mass, sehingga
diperoleh '
! mr+mary =0

'

Dari dua persan"laan terakhir didapat ‘hubungan

ma . my '
Py = — 7T To == —_—— T, (132)
my + ma my = ma
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Substitusikan pers.[13.2] ke pers. [13.1] maka

mr?

L=22-u(r. (12.3)
dengan l '
mying
= ——— R
m ma + ma, (13' )

disebut sebagai massa reduksi. Pers.[13.3] adalah analog dengan fungsi
Lagrange untuk gerak sebuah partikel bermassa m di dalam medan
dengan energi potensial U (r) yang mempunyai simetri bola terhadap
titik acuan yang tetap.

Dengan cara ini gerak dua benda yang sa[ing'r'nenga[ami interaksi
dapat dianalogikan dengan gerak sebuah partikel di dalam medan gaya
dengan energi potensial U (r). Dengan mencari penyelesaian r =r
(1) akan diperoleh kembali persamaan lintasan r = r, (¢) dan r, =1,
(t). Untuk masing-masing partikel m, dan m, (terhadap titik massa
keduanya) dan pers [12 2] .

Contoh 14: Sebuah sistem-bermassa M dan » partike! bermassa m.
Eliminasi gerak menjadi gerak titik pusat massa dan cari persamaan
gerak untuk masing-masing » partikel!

Penyelesaian: ‘Misalnya, R adalah vektor jari-jari partikel M dan R,
(a=1,2, ... , n)} adalah jari-jari -partikel bermassa m. Jarak antara
partikel bermasa m dan M adalah

r =R -R,

dan transformasikan tttlk awal koordmat ke tmk massa sistem:

MR+m ZR

Dari persamaan di atas diperoleh:
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m :
R=-—3r R =R+r, p=M+tnm
B
Kemudian substitusikan pernyatan terakhir ke dalam fungsi {agrange

L= '”R ——ZR——L

diperoleh

~
-

= ‘) Z ‘)‘u (Z ’U’n) - U Y F 1;‘“ .

a

Energi potensial hanya bergantung pada jarak antara partikel yang
berinteraksi sehingga dalam kasus ini hanya sebagai fungsi r,.

14. Gerak dalam Medan Sentral

Dalam pembahasan gerak dua partikel saling berinteraksi telah
dijelaskan bahwa gerak tersebut dapat direpresentasikan dalam analogi
gerak sebuah partikel di dalam medan gaya luar, dengan energi
potensial yang hanya bergantung pada jarak r terhadap satu titik tertentu
medan gaya seperti itu disebut sebagai medan sentral

() aU(n) 7

F ar dr r
yang bekerja pada partike] dan medan juga hanya bergantung pada jarak
7, arah setiap saatnya adalah sama dengan arah vektor jari-jari r.Seperti
telah dikethui pada § 9, gerak di dalam medan sentral dengan
momentum angular sistem terpusat pada satu titik pusat gerak merupakan
konstanta gerak. Momentum angular tiap partikel adalah

i

M = [ip]
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Dalam hal ini vektor M dan r terletak saling lurus satu sama lain
pada gerak partikel vektor jari-jarinya tetap berada pada bidang datar
vang terletak tegak lurus terhadap M.

Lintasan gerak partikel di dalam medan gaya sentral terletak pada
bidang datar. Jika sistem koordinat partikel dipilih koordinat pola r,
¢ dengan titik acuan berada di pusat medan gaya, akan diperoleh fungsi
Lagrange dalam bentuk
T

D4 )~ () (14.1)

L= 3

Fungsi ini akan mengandung koordinat ¢ tidak dalam bentuk
eksplisit. Setiap koordinat dipermumum ¢, yang tidak keluar secara
ekspilisit dalam fungsi Lagrange disebut sebagai siklik. Untuk fungsi
Lagrange yang mengandung koordinat siklik demikian, persamaan
Lagrange dapat ditulis dalam bentuk

i (Q.E B dL =
dt a‘?e) o

berarti bahwa momentum diperumum p, =dJL/d¢; juga merupakan
konstanta atau integral gerak. Kenyataan ini, bahwa dengan adanya
koordinat siklik, menyebabkan bentuk persamaan gerak menjadi sangat
sederhana sehingga mudah diselesaikan.

Dalam kasus ini momentum dipermumum adalah
pp=mr ¢

dengan momentum angular M_= M (lihat pers (9.7) sehingga dikembalikan
pada hukum kekekalan momentum diperoleh bahwa

M = m r* ¢ = konstan (14.2)

Diketahui bahwa gerak sebuah partikel di dalam medan gaya sentral
dengan lintasan gerak berada pada bidang datar mempunyai pengertian
geometris lebih sederhana. Pernyataan

-y
“;1"'!"(!.,'?

-
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menggambarkan su'atu luas sektor yang terletak antara dua jari-jari
vektor yang menghubungkan elemen lintasan partikel dan berada sangat
dekat satu sama lain denga mengapit sudut do (lihat gbr. [8}).

Gambar 8:

Elemen luas ini disimbolkan oleh dA dan jika disubstitusikan kepersamaan
momentum angular diperoleh

m = 2mA (14.3)

Turunan dari A disebut keceparan luas. Hukum kekekalan
momentum angular mempunyai arti pula bahwa kecepatan luas adalah
konstan: Vektor jari-jari dari titik yang bergerak dalam waktu yang
sama akan melintasi daerah perluasan yang sama (hukum Kepler II).
Hukum kekekalan momentum angular untuk gerak dalam medan sentral
disebut pula sebagai kaedah ataw hukum luas lintasan.

Untuk menyelesaikan persoalan gerak sebuah benda di dalam medan
sentral secara tuntas dengan mudah dapat ditempuh dengan menggunakan
hukum kekekalan energi dan momentumn angular, tanpa harus mencari
persamaan gerak terlebih dahulu, Dengan menggantikan ¢ dengan M
pada pers.[4.2] dan mensubstitusikan ke persamaan energi, diperoieh

mr? U‘
L=—(T +r2%)+U(r) = > (r). (1a)
Dengan demikian dipéroleh, véktor kecepatan_ sebagai berikut
_dr 2 M2
=/—[E-=-U(r)] - (14.5)
= = N[BT - (14.3),

| mir?
| .
|
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i

dan melalui i'nte'graqi,den‘gan pemisahan variabel didapat persamaan

{ = +Lonstanta. LT (14.6)

\[[E U] = 2

Jika pers. {14.2] ditulis dalam 'bentuk-"
¢ dy =

AM?

mr?

dan dr diperoleh dari peré. [14.5], dengan mensubstitusikan dan
mengintegrasikan diperoleh oo

Mg \.
0 = M- il + konstanta (14.7)
] \!2

VEE-UC

Rumus pada pers. .[[4. 6] dan [14 7] adalah penyelesaian umum
dari persoalan ini. Rumusan kedua menghubungkan r dan ¢, atau dengan
perkataan lain merupakan persamaan lintasan. Pers.[14.6] menentukan
ketergantungan waktu secara eksplisit terhadap jarak r dari partikel yang
bergerak terhadap titik pusat. Patut diketahui puia bahwa ¢ akan
berubah secara monoton terhadap waktu; karena dari pers. [14.2]
diketahui bahwa tanda ‘¢ tidak akan pernah mengalami perubahan.

Pers.[14.4] menunjukkan ‘bahwal_ suku (bagian) radial dari :gerak'
ldimensi di dalam medan gaya energi potensial.

M (s

.U"f(r) = L-(r_] 7m’_ _
dapat d1amat1 Bersamaan M"f'Zmr2 disebut sebagai gaya senn:rﬂ;ga[
Harga r padanya adalah : . , .

M

Qmr?

Ulr) +

=L co (149

menentukan batas daerah gerak. Jika pers [14.9] dipenuhi, komponen
kecepatan radial r = O.

Hal ini tidak berarti bahwa’partikel berada dalam keadaan diam
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(seperti gerak partikel pada I-dimensi) karena kecepatan sudut ¢ pada
umumnya tidak sama dengan nol. Persamaan r = 0 menentukan titik
balik lintasan, pada titik tersebut fungsi r (7) mempunyai harga
mlmmum atau maksnmum

Jika daerah r yang diperbolehkan hanya memenuhi r 2 r... gerak
partikel dikatakan tak terbatas (infinite) lintasan "datang” dari tempat
tak berhingga dan 'Ienyap ketempat lak berhingga pula.

Sebaliknya apabila harga r yang diperbolehkan terletak antara dua harga
batas r . danr_  sehingga gerak adalah terbatas (finite) dan lintasan
terletak dalam daerah berbentuk cincin yang terbentuk dari dua
lingkaran r =r_, danr__ Hal ini tidak berarti bahwa lintasan adalah
tertutup. Harga r berubah dari r hingga ke r_~ dan kembali
mencapai_, lagi, vektor jari-jari mengalami rotasi dalam. sudut A¢ dan

berdasarkan pers. [14.7] didapat bahwa
rmaks AI-_:
Ap =2 = (i4.1€)

mf \/2m(E-U)—%’

Lintasan hanya membentuk kurva tertutup, jika sudut ini sama dengan
rasional dari 27, yaitu Ag = 2n (m/n), dengan m dan n adalah bilangan
bulat. Dengan pengulangan n kali dari periode gerak vektor jari-jari
dari titik m akan mengelilingi lintasan seluruhnya dan akan bertemu
dengan titik semula, atau dengan perkataan lain lintasan membentuk
kurva tertutup secara lengkap.

Kejadian semacam ini tentunya adalah satu pengecualian, pada
sembarang U (r) sudut AQ bukan merupakan bilangan rasionil dari 2.
Oleh karena itu, lintasan pada gerak berhingga (finite}) umumnya tidak
tertutup. Untuk kasus ini, misalnya dapat dilihat kurva yang dibentuk
pada gbr. [9], permukaan cincin yang dibatasi oleh dua lingkaran akan
terbentuk dalam waktu yang tak berhingga lama.

Hanya ada dua macam medan gaya sentral yang mempunyai
lintasan gerak berhingga dan tertutup, yaitu medan yang mempunyai
energi potensial sebanding dengan 1/r atau r°. Kasus pertama (U~1/r)
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dari keduanya akan dibahas pada paragraf selanjutnya, sedangkan kasus
kedua (U ~r) akan dibicarakan nantinya pada pembahasan osilator
harmonik ruang (lihatn§ 23)

Pada titik balik suku dalam tanda akar berubah tanda (pers. [14.5]

p————
- -~

Gambar 9:

integran pada pers. [14.6] dan [14.7]. Jika arah vektor jari-jari suatu
titik balik mempunyai harga ¢ = 0, titik yang mempyai harga [7]
yang sama, di mana titik balik ini berada dan membentuk potongan
lintasan, akan dapat dibedakan apabila tanda @ berbeda, lintasan akan
simetri terhadap arah semula. Jika lintasan ditelusuri, misalnya bermula
dari r = r_,  akan dijumpai titik balik selanjutnya pada r = r_
selanjutnya diperoleh kurva simetris terhadap potongan lintasan pertama
hingga ke titik balik selanjutnya padar =r_ . Kedua arah gerak akan
dibentuk secara berulang-ulang dan terlihat bahwa kurva lintasan akan
memenuhi suatu lintasan setengah tertutup (darir_ ~ hingga ker .
selanjutnya) untuk membentuk lintasan keseluruhan. Hal yang serupa
juga berfaku untuk lintasan tak berhingga, yang mengandung dua
cabang simetris yang bergerak dari r_ ke jarak tak berhingga.
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Energi sentrifugal (untuk gerak M # 0) pada r —> 0 akan
berharga menuju tak berhingga sebanding dengan 1/~ sehingga dapat
dikatakan gerak tidak akan pernah dapat mencapai titik pusat. juga tidak
akan terjadi walaupun medan gaya mempunyai karakteristik tarik-
menarik. Partikel hanya dapat "jatuh" ke titik pusat jika energi potensial
untuk r —> 0 menurun dengan cepatan mendekati harga —oe.

Dari ketidaksamaan

2 M?
= E-U(r)-5— >0
2 2mr
atau
M? ’
r U(r)|r—o + 123 e LE T

diperoleh bahwa r hanya akan berhagra nol jika kondisi

= M?
rrU(r)lr—o < s (14.11)

dipenuhi, atau dengan perkataan lain U (r) harus berharga —o/r* dengan
o = M® menuju —e atau —I/r" dengan n>2.

Contoh 15: Integrasikan persamaan gerak dari bandul sferis (massa m
digantungkan pada seutas tali yang panjangnya /, massa bergerak pada
bidang horizontal membentuk lingkaran atau dengan perkataan lalu
lintasan tali di dalam ruang akan membentuk kerucut).

Penyelesaian : Dalam koordinatbola dengan titik acuan adalah titik pusat
bola dan sumbu polar tegak lurus ke arah bawah, maka fungsi Lagrange
sistem bandul ini adalah
m 12 0 50 L
L=—- (O +sin" O - >°) + mygl cos ©
Koordinat ¢ adalah siklik sehingga momentum diperumum p_ yang
sejajar dengan momentum angular pada sumbu : adalah konstanta gerak
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mi*sin?Q. ¢ = f\[;:: konstan ™ (1)
Untuk energi berlaku: . |

A

12
E= mT(G)+sm ©. ‘,9) mgltcos ©

, m 0 t' 5
= ————————mglcos &
2m 2 sin° O w

Dalam hal ini dapat ditentukan © dan dengan separasi variabel
diperoleh :

©)

}

_ / 46
2B = U O)]
Energi potensiai efektif dalam hal ini adalah

M?

U, ' e
() = 2m. [25in? 0

—mglcos O
Untuk sudut ¢ dapat diperoleh berdasarkan pers.[1] sebagai berikut

M / .
? T am JzlE-ta@]

Integral pada pers. [3] dan [4] mierupakan persamaan mtegra] eliptik,
orde pertama dan tiga.

Daerah variasi sudut © dapat ditcntukan berdasarkan kondisi E
> U dan batasnya dapat diambil sari £ = U Persamaan yang akan
d:peroleh merupakan persamaan pangkal t:ga dan cos Q dan mempunyai
dua harga akar —1 dan +1 yang menentukan posisi dua lingkaran yang
saling parale]” yang terdapat pada bola dan ‘antara’ keduanya terdapat
lintasan bandul.
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|
|

|
Contoh 16: Integrasikan persamaan gerak dari sebuah titik massa yang
berada dalam pengaruh gaya berat di dalam sebuah kerucut (sudut’
puncak kerucut 2a, sumbu vertikal dan puncaknya berada di bawah).

Penyelesaian: Dalam koordinat bola dengan titik acuan diambil berada
pada titik puncak kerucut dengan sumbu polar berada tegak lurus ke
atas, maka fungsi Lagrange sistem adalah

m .
2 5 22
L =‘?(r +ristna- ) + mgr cos o

-

Koordinat ¢ adalah siklik schingga diperoleh
M_ = mr sin? a. ¢.
akan selalu konstan. Untuk energi berlaku

P n;r'-? L

T F g Cos
2mrsint

Dengan cara yang sama sep-erti pada contoh 15 diperoleh:

i dr :
t = - )
: / LIE — U(r))

o M? ]‘ dr
. ? " sin’aVvOm r23IE - L‘i',g(r)]’
M?

Uelr) = ————5— + mgr cos a
2mrisin® « ‘

Dari kondisi £ = | (untuk M, = 0) akan diperoleh persamaan pangkat
tiga dari r yang mempunyai dua akar berharga positif; yang menentukan
posisi dua lingkaran horizontal pada permukaan kerucut dan antara
kedua lingkaran tersebut lintasan benda membentuk lintasan tertutup..
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Contoh 17 : Integrasikan persamaan gerak dari sebuah bandul permukaan
dengan “titik gantungnya" (dengan massa m ) dapat bergerak ke arah
" horizontal:

Penyelesaian

Contoh 2 pada § 5 fungsi Lagrange untuk sistem ini mempunyai
koordinat x siklik. Oleh karena itu, momentum dipermumum P _yang
dengan komponen horizontal dari momentum total saling paralel ada]ah
konstanta gerak.

P, = (m; +my) i = konstanta (1}

fl

Ue:f

Gambar 10:

Dalam hal ini dapat dianggap bahwa sistem berada.dalam keadaan diam
sehingga konstanta = 0, integarasi pers. [1] diperoieh relasi

{m, # m, ) r=m, [ sin @ 2)

Relasi pada pers. [2] mempunyai arti bahwa titik pusat massa sistem
tidak mengalami gerak pada arah horizontal. Dari pers. [1] diperoleh
hubungan energi dalam bentuk

E = _|-mgl‘ga + (1 -2 cos ,) — mgl cos"
2 m; + my’




i
!
f
i

Dari hubungan ini didapat bahwa

63

; I . ha / my 4+ ma sin"’cp |
= { - L
2(my + my) E 4+ muylcosy v
Jika koordinat massa m, adalah x, = X + [sin ¢ dan y, =1 cos @,
dengan pertolongan pers.[2] dinyatakan dalam I» akan diperoleh bahwa

lintasan massa m, adalah bagian dari elips yang mempunyai sumbu
panjang !m/(m + m,) dan sumbu pendek pada arah vertikal

4 . 7
]
P [
2b : :
ae / x
i R
- 2a "
Gambar 11;
adalah . Untuk m, —> o akan diperoleh persamaan matematik yang

analog dengan bandul sederhana yang bergerak dengan lintasan berbentuk
lingkaran.

15. Problem Kepler

Persoalan medan sentral yang penting adalah medan sentral
berenergi potensial sebanding dengan kebalikan jarak r dan gaya yang
mengakibatkan interaksi tersebut sebanding dengan kebalikan 2. Medan
gaya seperti ini, misajnya adalah medan gaya berat yarg dikemukakan
oleh Newton dalam; teori gravitasi dan medan yang elektrostatik
Coulomb; gaya pertama diketahui mempunyai karakteristik tarik menarik;
sementara gaya kedua dapat tarik menarik atau tolak menolak.

Selanjutnya perhatikan medan ;gaya tarikk menarik dengan energi
potensial
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U — ’ o ¢ (].I .1)

dengan o adalah konstanta berharga positif. Kurva energi potensial
efektif dapat dinyatakan dalam hubunggan o
ca- . M?

= —— 4+
€ r 2mr?

(15.2)

dan diilustrasikan pada gbr. [10]. Untuk » —> 0, energi potensial ini
akan mendekati harga +eo, sementara untuk r —> o energi potensial
akan mempunyai harga negatif terhadap nol; para r.= M*/am energi
ini mempunyai harga minimum yaitu

a’m

T 2AM?2

Dari kurva pada gbr. _[IOj segera diketahui bahwa gerak partikel pada
E > 0 adalah tak berhingga, sedangkan pada E < O adalah berhingga.

( Uef)min = (153)

Bentuk lintasan gerﬁl-{ dapat diperoleh denéa‘n pertolongan pers.
[14.7]. Jika harga potensial U = -a/r disubstitusikan ke persamaan
tersebut dan diintegrasi diperoleh

- LM ma

_r M
- 242
£\ 2mE + 55

Arah acuan untuk suduf ¢ dipilih sedemikian bahwa konstanta =0

+ konstanta -

(¢ = arc cos

Dengan huruf

M? A
p=—, e=1l+ : (15.4)
. me e -

\ . '
1

dipéroleh kur.\'rallintasan dalam bentuk

: = l+ecosy g ; (15.3)

i~
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Pers. [15.5] tidak ‘lain- merupakan persaman potongan kerucut dengan
titik fokus pada titik acuan; p disebut sebagai parameter, e.adalah
eksentrisitas dari linltasan. Pemilihan arah acuan dari @ mempunyai arti,
sepert dapat terlihat dari pers. [15.5] bahwa suatu titik dengan
@ = 0 adalah titik yang terdapat di dekat titik acuan (disebut sebagai
periferi lintasan).

Dalam persoalan ekuivalen untuk dua benda yang mengalami
interakst satu sama lain, berdasarkan pers. [15.1], lintasan setiap partikel
akan membentuk potongan kerucut, yaitu dengan titik fokus pada titik
pusat massa keduanya. - -

Dari pers. [15.4] dapat dilihat bahwa pada e < O eksentrisitas akan
berharga e <, maka lintasan akan berbentuk elips (lihat gbr. [12]) dan
lintasan terbatas, seperti halnya telah disebutkan pada paragraf pertama.
Rumus yang secard geometris telah diketahui menghasilkan sumbu
panjang dan pendek elips sebagai berikut

P o p M e
= = b = = i 10.6
“T1-e T Ep Viee  fm|E] (15.6)

Harga energi E terkecil yang memenuhi adalah sesuai dengan yang
diberikan pada pers.[15.3]; dalam hal ini e = 0, atau berarti pula bahwa
lintasan elips akan berubah menjadi lingkaran. Di samping itu diketahui
pula bahwa sumbu panjang elips hanya bergantung pada energi, tifak
bergantung pada momentum angular. Untuk jarak terkecil dan terbesar
dari pusat gaya (titik fokus elips) berlaku
Tmin = l_:i—e- = tf(l =€), Tmaks = % =a(l +¢€) (15.7)

Pernyataan di atas ( dengan'a dan e dari pers.[15.6] dan [15.4])
dapat pula diperoleh sebagai akar dari persamaan U, = E. Waktu yang
diperlukan untuk menempuh satu. lintasan berbentuk elips, atua periode
T dari gerak, dapat' dihitung dengan pertoliongan hukum kekekalan
momentum angular dari pers.[14.3] (kecepatan luas lintasan konétan).
Dengan menginegrasi persamaan tersebut dari ¢ = 0 hingga + =
diperoleh .

2m A =TM
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dengan A adalah luas yang dibentuk oleh lintasan tertutup. Untuk elips
berlaku harga A = nab dan dengan menggunakan pers. [15.6] diperoleh

. - L [m . .
,T;gma{?\/%;‘m,/————olEla_ o (133)

Kenyataan bahwa kuadrat periode adalah harus sebanding dengan

ukuran lintasan pangkat tiga telah' disebutlkan pada § 10. Harus pula
diingat bahwa periode hanya bergantung’pada erergi partikel.

E= 0 menyeinltbkan gerak adalah tak terbatas. Untuk E > 0 akan
diperoleh aharga e > I, yaitu Jintasan akan berbentuk hiperbola yang

melingkupi tiik pusat medan (titik ‘fokus), seperti ditunjukkan pada
gbr.[12]. Jarak periferi didapat, ' i ’

Timin = l:}- o= a(l —e) . | ‘(15.9)
¥' g
o -T | '

) 0 e X

/ a(e-1)
) . Cambar 12: .
dengan e ‘

; o a

@= el —1 T oF
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sama dengan sumbu hiperbola.

Untuk kasus E = 0 eksentrisitas e = |, partikel bergerak dengan
lintasan parabola dengan jarak periferi r... = pl2. Kasus ini dapat
direalisir jika gerak partikel bermula dengan kecepatan nol ke titik tak
berhingga.

Ketergantungan koordinat partikel terhadap waktu sepanjang
lintasan geraknya dapat diperoleh dengan pertolongan pers. [14.6].
Secara sederhana dapat dinyatakan dalam parameter seperti di atas.

Selanjutnya perhatikan gerak benda dengan lintasan elips. Dengan
mengetahui a dan menurut pers. [15.4] dan [15.6], integral pada pers.
[14.6] dapat ditulis menjadi

S / rdr v f?a'/ rdr
V 2|E]| \/—r" By AT a J \Jd* —(r - a)?

T Im|E|

Dengan mensubstitusikan
r—a=-acos (

maka integral dapat ditulis kembali dalam bentuk:

[ma® £
dia Lot / (1 —cos £)d¢ = e (£ — e sin &) + konstanta

43

Waktu dapat dipilih sehingga konstanta dapat dipilih sama dengan
nol, selanjutnya dalam penulisan parameter r (1) diperoleh persamaan
sebagai berikut:

3
e T cls &) e \/m: (£ = e sin £) (15.10)

(untuk waktu 1 = 0 partikel terdapat pada periferi). Dengan parameter
yang sama koordinat partikel dapat pula dinyatakan dalam koordinat
cartesian X = r cos ¢, y = r sin @ (sumbu x dan y adalah sesuai dengan
arah masing-masing sumbu panjang dan pendek dari elips). Dengan
pers. [15.5] dan [15.10] diperoleh

ex =p—r =a(l —e?) —a(l —e cos £) = ae(cos £ —e),
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dan v dapat diperoleh dari persamaan v = v/r? — 22, Dengan demikian
akan diperoleh

r = afcos § —¢), U =ay/l-—-e?siné (15.11)

7

Pada keadaan lintasan penuh berbentuk elips parameer xi akan berubah
dari o hingga 2mn. Perhitungan analog dapat pula dilakukan untuk
lintasan berbentuk hiperbola yang menghasilkan:

m3
r = afecos £ — 1), t——.—aa-(esinf—g‘)

r = a(e—cos §), y = ave?—1siné. (15.12)

Parameter { dalam hal ini mempunyai harga —= <€ < + )

Sebagai contoh, misalnya gerak dalam medan sentral tolak
menolak dengan potensial

= 2 (15.13)
r
dengan o > 0. Untuk kasus ini energi potensial efektif adalah
(44 :“J'g
Uef == F -
ns2mrs

secara monoton berpengaruh dari +e= hingga O jika r berubah dari 0
ke +eo. Jika energi partikel hanya dapat berharga positif, gerak menjadi
gerak berhingga. Perhitungan selengkapnya untuk kasus seperti ini
adalah analog dengan cara yang telah dilakukan di atas. Lintasan akan
berbentuk hiperbola
)
P e c14ecosy (15.14)
r
(p dan e adalah parameter yang didefinisikan pada pers.[15.14]). Gerak
ini akan mendekati titik pusat gaya, seperti terlihat pada gbr. [13].

Untuk jarak periferi berlaku

P~ afe+ L) (15.13)
e—1

Tmin =
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a(e-1)

Gambar 13:

Ketergantungan terhadap waktu dalam representasi parameter menghasilkan
rumusan

r=a(ecosf+1), t = ma (e sin € +¢)

o

(15.16)
T =a(cosf+e), y=avel—1sin £

Sebagai akhir paragraf ini patut pula dicatat bahwa untuk- gerak
di dalam medan sentral berpotensial U = a/r (dengan tanda «

sembarang) terdapat integral gerak spesifik. Denga menghitung secara
langsung dapat dengan mudah dibuktikan bahwa

[» M| + o & konstanta (15.17)
.

Kenyataan turunan total terhadap waktu dari besaran ini diperoleh

[6 M] + av  or(rv)
or r

atau dengan mensubstitusikan M = m [rv],

; v v
mr(trv-f-?_—— ﬂr——)'

'
7 r
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Pembuktian bahwa besaran [vM) adalah integral gerak

Jika dalam hal ini disubstitusikan persamaan gerak mv = arr’, terlihat
bahwa pernyataan ini akan sama dengan nol

Vektor konstanta pada pers.[15.17] adalah terdapat sepanjang dari
titik fokus ke arah periferi dan harganya adalah sama dengan ec. Hal
ini mudah dibuktikan jika harganya diperhatikan di periferi.

Harus pula dicatat bahwa integral gerak pada pers [15.17],
demikian pula seperti integral gerak M dan E merupakan fungsi
langsung dari keadaan (posisi dan kecepatan) partikel. Pada bab
selanjutnya (§50) akan dibahas lebih rinci tentang hubungan integral
gerak dengan apa yang dinamakan gerak degenerasi.

Contoh 18

Hitung ketergantungan waktu dari koordinat partikel dari gerak di dalam
medan sentral dengan potensial U = —a/r dengan energi E = 0 (lintasan
berbentuk parabla) !

Penyelesaian

Pada integral

dan buat substitusi:

2
r= o (147) =

1
5 (14n)

P
2

dan diperoleh representasi parameter yang dicari sebagai berikut

o

z=2%8(1-7%, y=pn

Parameter h berharga dari —e hingga + oo
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fa—

Contoh 19

Integrasi persamaan gerak sebuah titik massa di dalam medan sentaral
dengan potensial U = —a/r (dengan o > 0

Penyelesaian

Dari pers.[14.6] dan [14.7] dengan pemilihan tertentu titik nol (acuan)
dari ¢ dan r diperoleh

2 2 ;-
a) UntukE>0,%>a b= Mf’_".ﬁm cos [.; l—zf\’“T?
2 a - ¥
b) Untuk £>0, 3 <a 1 = /2B, sioh [\ /20 ]
: : A2
o) Untuk £<0, §<a L = /720 cooh [ [2ma

Untuk ketiga kasus ini berlaku

1 m

t = — .—\/ET'?—T—'-I-O.

Untuk kasus b) dan c) partikel akan membentuk lintasan spiral di pusat
gaya dan akan mencapai ¢ = + . Bermula dari jarak r, untuk itu
diperlukan waktu terbatas sebesar

1 fm [ [ AR M2
E\/“-z—"w IR

Contoh 20

Suatu perubahan energi potensial U = a/r sebesar U (r) infinitisimal
menyebabkan bahwa lintasan gerak partikel untuk gerak terbatas tidak
lagi berbentuk kurva tertutup dan pada daerah periferi lintasan tersebut
akan mengalami deviasi sudut sebesar § ¢. Hitunglah untuk & ¢ untuk

potensial a) [/ = ﬂ/,J’ b) 6U = 7/,.3



Penyelesaian

Jika r mempunyai harga antara r, danr_  dan kurvanya kembali ke
r sudut @ akan berubah sesuai pers. [14.10] sebagai berikut

nin

mah\/ 112
= 2 — I
A 31[ / m(E-U

dalam hal ini dilakukan pemhahan inegrasi dari dr menjadi do
sepanjang lintasan dari gerak "tidak terganggu”. Substitusikan U =
—at/r + OU dan integrand dibuat dalam deret 8U; integral suku orde
ke nol deret akan menghasilkan 2n dan suku deret orde pertama akan
menghasilkan integral pergeseran yang dicari

Tmaks n

0 SmbU - dr d [ 2m

P = T = = ,

r2éUdyp | ;

(1)
a) Untuk Kkasus ini integrasi persamaan di atas adalah trivial dan
diperoleh
27 Bm 2x,3
M2 ap

bp = —

p ada parameter dari elips yang tidak mengalami gangguan, diperoleh
dari pers. [15.4]

b) Untuk kasus ini diketahui bahwa r’'dU = g/r dan dengan 1/r dari
pers. [15.5] diperoleh
6raym? 2m~

b9 r -3 T



Bab IV
Tumbukan Partikel

16. "Peluruhan' Partikel

Hukum kekekalan momentum dan energi merupakan kunci
penting untuk mengungkap berbagai kelakuan fisis proses mekanika.
Hal penting yang harus diperhatikan dalam hal ini adalah tentang sifat-
sifat dari macam interaksi yang turut serta dalam proses dan tidak
bergantung pada partikel.

Pembahasan akan dimulai pada proses spontan (yaitu proses
tanpa gangguan gaya luar) "meluruhnya” (atau lebih tepat digunakan
istilah terpecah) sebuah partikel menjadi dua partikel baru dan keduanya
akan bergerak saling tidak bergantung pada satu sama lain setelah
tumbukan terjadi.

Proses ini lebih sederhana dapat digambarkan dalam sistem acuan
di mana partikel (sebuah terpecah) berada dalam keadaan diam.

Berdasarkan hukum kekekalan momentum diketahui bahwa jumlah
momentum kedua partikel yang terbentuk karena terpecahnya partikel
tunggal adalah sama dengan nol, atau berarti bahwa partikel akan
bergerak dengan kecepatan yang sama, tetapi mempunyai arah yang
berlawanan. Jumlah harga momentumnya (misalnya, momentum
setelah tumbukan adalah p) dapat diperoleh berdasarkan hukum
kekekalan energi sebagai berikut

73
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2 2
E; = El£+,p° +E25+_p° :

2m1 ng'

m, dan m, masing-masing adalah partikel 1 dan 2, E, adalah energi
dalam dari partikel awal (partikel tunggal). Misalnya € adalah energi
peluruhan, yaitu merupakan perbedaan

e=E - E -E, (16.1)

(besaran ini haruslah berharga positif sehingga proses peluruhan atau
terpecahnya partikel dimungkinkan terjadi). Maka diperoleh

2 1 1 2
g =L (——+——) = 2 (16.2)

2 \mp  m

-

sehingga p_ dapat ditentukan (p adalah masa reduksi kedua partikel);
kecepatan partikel 1 dan 2 masing-masing adalah n, /m, dan n, =p/
m..

Bagaimana seandainya sistem acuan partikel awal bergerak
dengan kecepatan V? Sistem acuan koordinat seperti ini biasanya lebih
populer disebut sebagai sistem acuan koordinat laboratorum atau sistem
L. sebaliknya seperti pembahasan di atas sistem acuan disebut sebagai
sistem acuan koordinat pusat massa atau sistem S di mana kecepatan
sistem sama dengan nol. Misalnya, kecepatan sebuah partikel setelah
terjadi peluruhan adalah n dan n, masing-masing untuk sistem S dan
L. Dari persamaan v = V + v, atau v — V = v, dengan n = Ivl,
V = IVl dan n, = lv |, diperoleh

v 4+ VI=2vV cos © = 2, (16.3)

© adalah sulit di mana partikel bergerak dengan kecepatan v terhadap
kecepatan V. Dari persamaan ini diperoleh hubungan antara kecepatan
dan arah partikel dalam sistem L. Hubungan ini dapat digambarkan
secara grafis (gambar [14]). Misalnya, digambarkan lingkaran dengan
jari-jari n maka vektor kecepatan v dapat diperoleh dengan menggambarkan
sebagian vektor yang melalui titik A, berada sejauh V dari titik pusat
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lingkaran dan menuju ke sembarang titik di sisi lingkaran'. Untuk kasus
V < v dan V > v masing-masing digambarkan pada gambar [|4a]
dan [14 b]. Untuk kasus pertama partikel dapat dipantulkan pada sudut
© sembarang. Untuk kasus kedua partikel hanya dapat dipantulkan pada
arah ke depan dengan sudut © tidak dapat melebihi harga sudut
ini. Harga sudut maksimum

maks,”

a) V<y, b) ¥>v
i Gambar 14: ! i

ini diperoleh dari hubungan

Vo

in @ = — (16-4)

— \

V
diberikan melalui garis tangensial lingkaran mellaui titik A.

Untuk relasi antara © dan ©_ dalam sistem L dan S dapat pula
diperoleh dari diagram yang sama, yaitu

v, sin O,

tan © =
2 v, cos O, + V

(16.5)

Dengan menyelesaikan persamaan ini, dinyatakan melalui cos ©
didapat formulasi elementer sebagai berikut

/
cos O, = —K sin © £ cos O ( l—l—sin G) (16.6)
Vo V Vo

1) Lebih jelas lagi pada suatu titik sembarang dari permukaan bola dengan kecepatan v, dengan
penampang lintang bola diberikan gbr. [4] sebagai lingkaran
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Pada v < U hubungan © dan © menjadi lebih jelas seperti dapat
dilihat pada gambar [14a]. Pada pers.[16.6] tanda posisitf (+) di depan
tanda akar dapat dipilih untuk ©" = 0 atau juga untuk © = 0. Untuk
v < V sebaliknya hubungan © dan © adalah tidak jelas, setiap harga
© mempunyai dua harga © , keduanya menyusun vektor v , masing-
masing ditunjukkan oleh garis dari titik pusat lingkaran ke titik B dan
C (pada gambar [14b] hanya ditunjukkan salah satu dari vektor ini);
pers. [16.6].

Penggunaan umum rumusan di atas tidak hanya berhubungan
dengan satu partikel, tetapi dengan sejumlah partikel berukuran sama;
untuk kasus berhubungan dengan sejumlah partikel maka pertanyaan
tentang distribusi arah partikel dan energi dari partikel produk "peluruhan”
akan berkembang lebih jauh. Selanjutnya diandaikan bahwa partikel
primer tidak beraturan, yaitu terorientasi secara isotrop di pusat (di
tengah-tengah) ruang. Dalam sistem S pertanyaan ini akan menghasilkan
jawaban trivial. Produk "peluruhan” seluruhnya (jenis partikel sama)
mempunyai energi sama dan mempunyai distribusi arah isotrop. Harapan
terakhir muncul dari pengandaian tentang orientasi arah partikel primer
yang tidak beraturan. Hal ini mempunyai arti bahwa bagian dari produk
"peluruhan” yang terdapat di dalam elemen sudut ruang d€2 adalah
sebanding dengan besarnya elemen sudut ini, atau sama dengan d€2 /
4m. Dari sini akan diperoleh distribusi sudut © dengan mensubstitusikan
dQ = 2n sin © dO:

1
= sin O, dO, (16.7)

Distribusi di dalam sistem L dapat diperoleh melalui transformasi
pernyataan di atas. Sebagai contoh akan ditransformasikan distribusi
energi kinetik dalam sistem L. Dengan mengintegrasikan persamaan v
= v, + V didapat

vt = U: 4 V2 + 2w, V cos O,

dan dapat diketahui pula bahwa

d cos O, = (d(v?})

[ §%]
=
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Denan energi kinetik 7 = mv? (m adalah sama untuk m, dan m,,

tergatung partikel mana yang dipandang) dan subsstitusikan ke pers.

[16." sehingga diperoleh distribusi energi kinetik yang dicari, yaitu
dT

2mu, |

= (16.5;

Energ kinetik dapat mempunyai harga dari minimalnya, yaitu /o
= Ln(n — V)’hingga harga maksimumnya T = m(n__ ). Dalam
intérv distribusi energi ini, berdasarkan pers. [16.8] energi partikel
akan rdistribusi secara homogen.

ntuk peristiwa "peluruhan” partikel yang terpecah menjadi lebih
dari d partikel baru, hukum kekekalan momentum dan energi tentunya
akan :mpunyai "dimensi ruang" yang lebih besar untuk kecepatan
dan a partikel hasil peluruhan, dibandingkan dengan dua partikel
baru. hingga energi partikel yang baru, misalnya dalam sistem S,
tidak ingkin mempunyai harga tentu. Dalam hal ini hanya dapat
diperkkan harga batas atas (maksimum) untuk energi kinetik yang
dapat wnyai partikel hasil peluruhan.

‘uk menentukan harga batas energi tersebut, dapat diandaikan
semuatikel hasil peluruhan, selain partikel bermassa m , dipandang
sebagaatu sistem; energi dalamnya disimbolkan sebagai, E'.

Energietik partikel bermassa m,, berdasarkan pers.[16.1] dan [16.2]
adalah

p; M —m,

Tln = 2_—' = T(E.“EI“—E;)

Iy

(M adamassa partikel awal atau partikel primer). Dari pernyataan
di atas ihat bahwa T, mempunyai kemungkinan memiliki harga
maksimjika E' sekecil mungkin. Agar kondisi tersebut terpenuhi,
anggap Va seluruh partikel hasil peluruhan, kecuali partikel bermassa
m,, harurgerak dengan kecepatan yang sama . Oleh karena itu, E’
dengan sapan sederhana, merupakan penjumlahan seluruh energi
dalam pel yang ada (selain m,), akan diperoleh selisih M

~ E' saflengan energi hasil peluruhan (energi peluruhan) dikali
dengan § massa
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M-
(Tlo)maks or '[T”ll'c—. (169)

Contoh 21: Cari hubungan antara sudut ©, dan ©, (dalam sistenL),
yaitu masing-masing sudut yang dibentuk oleh pamkel sebagai asil
peluruhan dua partikel!

Penyelesaian: Dalam sistem S di mana pada sistem ini partill di
hamburkan dapat dinyatakan melalui relasi: ©, = mn - ©, Deng £
secara sederhana dapat dinyatakan sebagai © dan pers [16.5] apat
digunakan untuk masing-masing kedua partikel sebagai berikut

V+uvp,cos ©, = ry,sin O, cot O,
V — vy cos O, = Uy sin O cot Oy

Dari kedua persamaan sudut © harus dieliminasi. Untuk mendapatinya
dari persamaan ini ditentukan cos © dan sin ©, dan bentuk s Q,
+ cos’® = 1. Dengan membuat perbandmgan v JVy, = m /rdan
menggunakan pers. [16.2] maka diperoleh hasil sebagal benkr

¥ S O, + —L 5in’@, — 2 sin O, sin O, cos(0, + €=
m3 my

e 5in?(0; + ©3).
(m; +n12)V2 ue ( % 4

Contoh 22: Cari distribusi sudut dari partikel hasil peluruharlam
sistem L !

Penyelesaian

Untuk v, > V substitusikan pers. [16.6] dengan tanda positif :pan
tanda akar pada pers. [16.7] dan akan diperoleh distribusi sudulam
bentuk

sin@do |V 1(‘—,) 520

‘)_

5 2
\/ L sin2 ©

dengan 0 ‘< 7
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Untuk v < V kedua kemungkinan hubungan antara © dan © harus
diamati. Dengan bertambahnya © yang merupakan salah satu harga dari
© menyebabkan © lainnya mengalami penurunan sehingga perbedaan
(bukan penjumlahan) dapat dibentuk dari pernyataan dcos © dengan

kedua tanda di depan tanda akar pada pers.[16.6]. Hasil perhitungan
ini adalah

A2
1 (;}:) cos 20
sin ©dO dengan 0 < 0 < 0,,,,.

\/l - (:—0)2 sin? @

Zontoh 23: Cari dari variasi sudut Q. yaitu sudut antara arah dua
artikel hasil peluruhan !

enyelesaian:  Sudut Q adalah penjumlahan dari Q + Q, yang
iberikan pada pers. [16.5] (bandingkan dengan contoh 22): cara
:derhana untuk menentukannya adalah dengan mencari tangen sudut-
idut ini. Perhitungan untuk mencari harga ekstrim dari pernyataan
ing dicari menghasilkan kemungkinan daerah variasi dari sudut Q
ing bergantung pada besaran relatif dari V dan n , n, (untuk lebih

las, misalnya selain n, >n )
00 jika v < V. < V20,
=0 <O <1 jika V<o

los
0<0<0, jika v > Uy,
rga dari © dapat diperoleh dari persamaan berikut:
sin ©, = -———————-‘ (V1o + va,)

V2 + VioVs2e ’

. Tumbukan Elastik

Tumbukan antara dua partikel disebut elasrik Jika tidak terdapat
ubahan keadaan di dalam benda. Dalam hal ini penggunaan hukum

:ekalan energi diperlukan untuk mengamati perubahan energi dalam
i benda.
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Rumusan tumbukan khususnya mempunyai bentuk lebih sederhana
dalam suatu sistem acuan, seperti telah dijelaskan pada bab sebelumnya
bahwa harga besaran dalam sistem ini dinyatakan dengan indeks 0.
Kecepatan partikel sebelum tumbukan dalam sistem § dapat dihubungkan
dengan kecepatan v, dan v, sisitem L melalui hubungan

ma my
Vie = L Uy == ™ v,
m, + ma my + my

v di sini adalah v, (lihat pers. [13.2]. Berdasarkan hukum kekekalar
energi, momentum kedua partikel setelah tumbukan mempunyai harg:
yang sama, tetapi mempunyai arah berlawanan dan berdasarkan hukum
kekekalan energi diketahui pula bahwa energi sistem adalah tetap.

Gambar 13:

Dengan demikian, akan diperoleh kecepatan partikel dalam sistem !
dengan jalan rotasi vektor kecepatan kedua partikel, di mana kecepatai
mempunyai arah berlawanan dan harganya akan selalu sama. Jika aral
kecepatan massa m, ditulis dalam vektor satuan n sebagai aral
kecepatan setelah tumbukan, kecepatan kedua partikel setelah tumbukai
(ditulis dengan tanda aksen) adalah

my mg o
., = See———u i, Vg = — T LM (17.1)
o o
my + m; my + 1ma

Untuk menyatakan kedua kecepatan dalam sistem L maka harg
kecepatan pada pers. [17.1] harus ditambahkan kecepatan pusat mass
V. Maka kecepatan kedua partikel setelah tumbukan di dalam sisten
L dapat ditulis menjadi
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s m; my v+ MoV b o
Uy = =R b, (17.2)
my + ms my + ms
m my v+ ma
v'z = lmam—— g
my + m; my 4+ ma

Dengan demikian, ramalan tentang kecepatan partikel setelah tumbukan,
yang dicari berdasarkan hukum kekekalan momentum dan energi. telah
terselesaikan. Arah vektor n_ bergantung pada kaedah interaksi yang
terdapat antara kedua partikel dan posisi relatif masing-masing partikel
pada saat keduanya mengalami tumbukan.

Hasil yang diperoleh dapat diinterpretasikan secara geometris.
Untuk ini adalah penting jika kecepatan partikel diubah ke dalam

momentumnya. Setelah mengalikan pers. [17.2] dengan m,  dan m,
diperoleh

OC = puv, A= ———(p1+p2) (17.3)
my + mo
it ma
OB = _— -+ ’
(=) e
’ my
P, = prmn, + ——— (p1 + p2)
my + Mo
! X . ....—.—‘ m2 5
Py = I‘Uno+(m‘+m2) (p1 + p2)

dengan p = mm, (m + m,) adalah massa reduksi. Selanjutnya
digambarkan sebuah lingkaran dengan jari-jari pv dan perhatikan
gambaran yang terbentuk pada gambar [15]. Jika vektor satuan n_
terdapat sepanjang OC, vektor AC dan CB merupakan momentum P’
dan p', Apabila momentum p, dan p, diketahui, lingkaran titik A dan
B akan tetap; titik C dapat terletak disembarang tempat dilingkaran.

Pandang untuk kasus di mana sebelum tumbukan partikel primer
berada dalam keadaan diam. Dalam hal ini panjang OB = m/(m, +
m,)p, = mn sama dengan jari-jari, berarti bahwa titik B terletak pada



a)ml<m3 by m,>m,
AB=P :40/OB=m /m,
Gambar 16:

lingkaran. Vektor AB menggambarkan momentum P dari partikel
pertama sebelum dihamburkan; titik A terletak di dalam (jika m, _ 2
dan di luarr (jika m, > m,) lingkaran. Diagram yang mengilustrasikan
gambaran ini diberikan pada gambar [16a] dan [16b]. Sudut ©, dan
©, menggambarkan sudut pembelokan masing-masing partikel setelah
tumbukan terhadap arah tumbukan (sama dengan arah P, ). "Sudut
pusat” ¥ (yang memberikan arah vektor n) berarti sebagai sudut
pembelokan partikel pertama di dalam sistem pusat massa S. Dari
gambar [l6a] dan [16b] dapat diperoleh sudut ©, dan ©, yang
dinyatakan dalam j sebagai berikut
m, sin \ 2 ™=\

9 = — (17.4)

tan ©;, = :
my =+ Nty COs \

Harga kecepatan kedua partikel setelah tunbukan yang ditulis dalam
sudut y adalah

_— ﬁf—{-m%—}-?mlmg COSXU o le (1

v , Uy =————— sin
. my + ma my + m;

2 3 (17.3)
Jumlah sudut © + ©, adalah sudut antara kedua partikel setelah
tumbukan ©, + ©, > W2 jika m, < m, dan 0, + 0, < w2 jika m,

< m,
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Kasus kedua partikel setelah tumbukan mempunyai lintasan garis
lurus?) karena tumbukan sentral. Apabila ¢ = 12, yaitu titik C terletak
pada garis tengah lingkaran atau antara titik A dan O (lihat gambar
[16b]; p!, dan p', Isearah).

Dalam hal ini, kecepatan kedua partikel setelah tumbukan adalah

my — Ma 2my -
v, = ——, v, = ——— (17.6)

1 ’ )
my + me my T ma

Harga v', akan mempunyai kemungkinan harga terbesar dan tentunya
akan mempunyai energi terbesar pula yang selanjutnya pada tumbukan
dapat "ditransfer" ke partikel diam, yaitu '

— —_’2 .
M2 Uymaks 4m1mg -
= El) (]'[)

E f = =
Limoks 2 Y oma - ma
dengan E, = mn®/2 yaitu sama dengan energi awal artikel yang
menumbuk '

Untuk m, < m, kecepatan partikel setelah tumbukan dapat
mempunyai arah sembarang, sedangkan untuk m, > m, sebaliknya,
sudut :

| Gambar 17:

hambur dari partikel yang menumbuk tidak akan melebihi harga
maksimumnya; pac}a gambar [16b] terlihat bahwa titik C akan menyinggung

2)  Dalam sistem laboratorium : dalam sistem S kedua partikel tentunya akan tetap mempunyai
lintasan garis lurus.
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garis AC di sisi lingkaran. Dalam hal ini berlaku sin © = OC/OA

- maks

atau’ : .

. m i 7.8
sifh Opnaks = — (17.8)
m- '

Tumbukan akan menjadi lebih sederhana apabila partikel-partikel
mempunyai massa yang sama. Untuk kasus ini tidak hanya titik B, tetapi
juga tittk A terletak di sisi lingkaran (gambar [17]) dan berlaku;

X _m—X -
el = }5: 62 = 9 ’ . (1‘9)

dan X , oo X (17
vy = U COS > vy = v sin . (l:.lD)l

Harus pula dicatat bahwa setelah mengalami tumbukan partikel
akan bergerak dengan sudut lancip satu sama lain. Untuk tumbukan
sentral (¢ = 7) berlaku n', = On', = n dan Q, = 0 atau berarti pula
bahwa partikel pertama (yang pada mulanya bergerak) akan berada
dalam keadaan diam, sementara partikel kedua, yang pada awalnya
diam, akan bergerak dengan, kecepatan dan arah seperti partikel
pertama. . ’

Contoh 24: Sebuah partikel bermassa m, menumbuk partikel bermassa
m, yang berada dalam keadaan diam. Nyatakan kecepatan kedua partikel
setelah tumbukan dalam sistem -koordinat . laboratorium (dalam sudut
hamburnya). '

Penyelesaian: Dari gambar [16] diperoleh p',=2 OB . cos Q, atau

m
v; = 21— cos eg
mna

Untuk momentum p’ = AC berlaku persamaan

OC* = OA* + p', — 20A. p'. cos ©,

ry 2 9
) 2myv 6/ my — Ma
(_1> _—_Cosel_l_._..____:o

atau



85
Dengan demikian, idiperoleh

, . '
v my —m 1 / . o
S _1_2| cos @l 4+ — mg --TH? 5m- 61

vy my +my m) + ma

untuk m > m, kedua tanda di depanjtanda akar berlaku, sedangkan
untuk s, <, hanya tanda positif yang berlaku.

18. Hambufg_n PartiKkel

Dalam pembahasan yang lalu’ telah disebutkan bahwa untuk
mencari secara lengkap hasil tumbukan dua partikel (perhitungan sudut
x) persamaan gerak dalam pengamatan interaksi konkrit antara partikel

dapat terselesaikan.
1
Selanjutnya, seperti biasanya, akan diamati suatu persoalan

ekuivalen pembelokan partikel (yang terletak di dalam sistem S). Dalam
pembahasan’ gerak dalam ‘medan sentral telah ditanjukkan bahwa
lintasan svatu partikel di dalam medan sentral adalah simetri terhadap
garis lurus yang menghubungkan pusat gaya dan kurva lintasannya
(pada gambar [18] adalah garis AQ). Dalam hal ini, lintasan asimtotik
akan dipotong menjadi dva bagian ‘oleh garis OA dengan sudut yang
sama. Jika sudut tersebut disimbolkan dengan ¢, untuk sudut ¥
menggambarkan sudut yang dibentuk partikel ketika' mendekati pusat
tumbukan, yaitu

X =1In-2¢l - (18.1)
seperti halnya dapat dilihat pada gambar [18]. Sudut ¢, dapat dihitung
dengan menggunakan pers. [14.7] dari integral.

r

maks M2
-5 s
r

o \/7m[! = U(r)) - ”'.

[y

Yo = - (18.2)

dengan mengintegrasi dari titik pusat dan dibelkan (r_, ) membentuk
lintasan ke tempat ‘tak berhmgga (7). Dalam hal ini, harus diingat
bahwa harga r_, pada pers. [18.2] adalah dalam rad:an
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Gztmbar 15

Pada gerak finite yang akan dibahas di sini, selain terdapat
konstanta gerak seperti.E dan M, terdapat pula kecepatan tak berhingga
v, dari partikel dan-apa yang disebut sebagai parameter tumbukang.
Parameter tumbukan menggambarkan jarak tegak lurus terhadap partikel
yang menjadi pasangan partikel yang menumbuk, yaitu jarak dari pusat
tumbukan pada arah v_, atau jarak paling dekat di mana partikel
mendekati pusat tumbukan, seandainya tidak terdapat gaya (lihat
gambar [18]. Energi dan momentum angular dapat dinyatakan dalam
besaran ini, yaitu -

2 - "G
E = m;-,_,:’ M = o v, (13.3)

dan pers. [18.2] dapat ditulis kembali dalam bentuk: -
Fmaks . : o

o =

Dengan rumusan pada pers.[18. 4] ini akan dldapat hubungan langsung
dari y dan €.

Dalam penggunaan F sis umumnya tldak dlbtcarakan pembel:kan
dari satu partikel, tetapi seperti dikatakan, berhubungan dengan hamburan
partikel berukuran sama yang dihamburkan dengan kecepatan sama v
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dari pusat hamburan! Berkas partike] yang berbeda mempunyai parameter
tumbukan yang berbeda pula dan sehubungan dengan itu akan dihamburkan
melalui sudut yang berbeda pula. Dalam hal ini jumlab: partikel yang
dihamburkan setiap saat, terletak pada-interval sudut: x+ dx, dinyatakan
sebagai dN. Bilangan ini sebenarnya jika dipakai sebagai parameter
tumbukan adalah tidak praktis karena besaran bergantung pada kerapatan
partikel yang dihamburkan (proporsional). Atas dasar ini didefisikan
suatu besaran dengan n adalah jumlah partikel yang melewati suatn
luas penampang. 11ntang (dalam hal ini tentunya dlanggap bahwa berkas
yang melewati . -

AN .
do = —- (1
n

Lws)

:5)

luas tersebut homogeh). Dimensi do adalah lﬁas dan disebut sebagéi'
panampang lintang hamburan. Besaran 'ini dapat ditentukan dengan
baik melalui medan hamburan dan merupakan besaran penting yang
menggambarkan proses hamburan..

Dianggap bahwa hubungan antara X .dan ¢ adalah jelas akan
meningkat jika sudut hambur menurun menurut fungsi monoton dari
parameter tumbukan. Dalam kasus ini tiap partikel yang dihamburkan
akan terletak dalam interval sudut x+dy dan akan mempunyai parameter
tambukan dalam interval tertentu antara g () dan 9 (%) + dg (%). Jumlah
partikel ini adalah sama dengan perkalian antara n dan luas cincin antara
lingkaran berjari-jati ) dan ¥ + dy, atau dengan perkataan lain berlaku
dN =2n 2dp n. Maka penampang lintang hamburan dapat ditulis dalam
bentuk

de = 2redo ) (18.6)

Untuk mencari ketergantungan penampang lintang hamburan
terhadap sudut hambur cukuplah dinyatakan dalam

de(z) | 4

(18.7)
dx

do = 27 o(x)

Dalam persamaan ini masih terdapat harga absolut dc (x) d, karena
dapat berharga negatif (kasus ini bahkan sering ditemukan)¥. Seringkali

|



88

do tidak dihubungkan dengan elemen do untuk sudut bidang datar,

tetapi dalam sudut ruang d€. Sudut ruang antara dua kerucut yang

mempunyai sudut sisi ) dany + dy adalah dQ= 2= sin ¥dy. Dengan

demikian, dafi pers. [18.7] diperoleh relasi:

- 2(v)
sin X

do(z)

dQ " (18.8).
dy

do =

Kembali pada situasi fenomena ini secara nyata, yaitu berkas
partikel tidak berada dalam medan gaya kuat, tetapi dalam medan gaya
lain, yaitu medan yang menyebabkan partikel yang mula-mula diam
dihamburkan. Rumusan pada pers.[18.7] untuk Kasus ini dapat pula
-digunakan; persamaan ini menyatakan penampang lintang yang bergantung
pada sudut’hambur dalam sistem S. Untuk mencari penampang 'lintang
yang bergantung pada sudut hambur © dalam sistem L, sudut % pada
pers. [18.7] harus digantikan ‘dengan. © dengan menggunakan pers.
[17.4]. Maka akan diperoleh pernyataan penampang lintang, baik dalam
sudut datang berkas partikel (¥ yang diganti dengan ©,), maupun
terthadap partikel diam () yang diganti dengan 0,).

Contoh 25 Hitung penampang lintang partikel di dalam sebuah bola
pejal berjari-jari a (dalam hal ini mteraksn U = o pada r < a dan U
= 0 untuk r > a).

Penyelesalan: Karena partikel di luar bola bergerak bebas, tetapi tidak
dapat menembus bola, lintasan, partikel terdiri dari dua garus lurus
simetris terhadap jari-jari bola pada titik di mana partikel menyentuk
permukaan bola (gambar [19]). Dari gambar [19]). diperoleh

= C05 "E
- R T

- . -

£ = asin p, = asin;

L

3)  Jika Q (c) adalah jenis diketahui, harus dilakukan penjumlahan pernyataan ini untuk tiap
cabang fungsi tersebut.
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Gambar 19

Substitusikan pers. [18.7] Qan [18.8] didapat

7 a?

2 o
do = > sin xdy = TdQ’ (1)

berarti bahwa hamburan di dalam sistem § adalah isotrop. Integrasi
dd terhadap sudut akan memberikan harga total penampang lintang
sebesar s = ma®, "sesuai permukaan target” yang harus.dikenai partikel
agar partikel dapat dihamburkan sama dengan penampang lintang bola
sendiri.

Untuk mengubah penampang lintang dalalm sistem L sudut x harus
diubah dalam ©, sesuai pers. [17.4]. Perhitungan dapat dilihat pada
contoh 19 pada §16 pada pembahasan problem Kepler karena perhitungan
pada pers. [17.4] adalah analog dengan pers:[16.5]. Untuk m, < m,

( m, = massa partikel dan m, = massa bo]a) diperoleh
2 143 . cos 20,
a m
doy = T 2 cos Q, + do,’
M2 \/ 1 — m, sin? O, :

(dQ21 = 2x sin ©,d0 )} Untuk m, > m, berlaku

az ; 1+—'r cos 20,
dO’] = == d.Q]

m;' .
\/1 # sm"’ 61

7
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Untuk m, = m, diperoleh
doy = a?|cos ©,]dQ;,

Dengan demikian, dari pers [1] dapat disimpulkan bahwa ¥ = 20,
(menurut pers. [17.9]. Selanjutnya untuk bola berada ddlam keadaan
diam tetap akan diperoleh bahwa y = 7 - 2@, dan melalui substitusi
pada pers. [1] diperoleh

doy = a?|cos 0,]dQ,
Contoh 26: Hitung penampang lintang untuk contoh 25 yang dinyatakan
dalam energi € yang hilang dari partikel.

Penyelesaian: Energi tersebut adalah energi yang hilang dari partikel
bermassa m  dan "diambil" oleh partikel m,. Menurut pers. [17.5] dan
(17.7].

2mym ) X
“nmy 5 L2 X in? 3
=k = —— = 9% sin?=s = ¢ s’ =
2 my+mg 2 e 2
maka didapat
._ 1 .
dz = 5 nmaks sin xdy,

dengan menggunakan pers.[1] pada contoh 25 ‘dipcroleh

, dz

do = wa

maks
Distribusi harga € dari partikel yang dihamburkan adalah homogen
dalam inteval total € dari nol hingga €

- maks.

" Contoh 27: Bagaimana ketergantungan penampang lintang tumbukan
terhadap veo dari partikel yang dihamburkan di dalam medan

U~ 2

Penyelesaian: Jika energi potensial adalah svatu fungsi homogen dari
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g k= —n, berlaku pers. [10.3] untuk lintasan yang mirip

4

& v atin

Y

o = v (x).

(sudut pembelokan partikel 3 untuk lintasan yang mirip adalah sama).
Dengan menggunakan pers. [18.6] didapat:
do = v;:/“ dQ

Contoh 28: Hituné_‘ penampang lintang tumbukan untuk partikel yang

"jatuh” di pusat medan potensial .U =—ar? !

Penyelesaian :. Setiap partikel yang "jatuh" di pusat medan gaya yang
memenuhi kondisi 2a > m 7 v2_(lihat pers. [14.11]), atau jika parameter
tumbukan tidak melebihi harga i

DOmaks =

Gambar 20:

Maka diperoleh pgﬁa‘fnpang lintang tumbukan sebesar

I
| s < 2ra
' g = T0 = ———

Ymaks i)
‘”’l[-\,’
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Contoh 29: Hitung penampang lintang tumbukan untuk pamke] yang.
"jatuh” di pusat medan potensial U = —ar™ (n> 2, a > 0) !

Penyelesaian: Ketergantungan energi potensial efektif terhadap
jarak r '

b

diilustrasikan pada gambar [20] dengén harga maksimum

_ o (n=Da fmae? el \ T
({"’cf)maks = Uy, = = '.) T -2

k4 an

Di pusat gaya akan "jatih" partikel untuk U < ‘E. D Dalam hal ini
2 .. ditentukan dari kondisi U = E sehmgga didapat ) :
2

3—n ( Y ) B
-
It [“-:0 )

Contoh 30: Hitung penampang lintang tumbukan bahwa partikel
bermassa m, jatuh pada permukaan sebuah bola bermassa m, dan
‘berjari-jari R yang dicari berdasarkan hukum Newton!

o= U, = wn(

Penyelesaian: Kondisi bahwa partikel jatuh'pada'permukaan bola yang
memenuhi ketidaksamaan r_. < R dengan T,.in.adalah jarak lintasan
terdekat terhadap titik pusat- bola Harga yang ‘dibolehkan dari g dapat
diperoleh dari r_ R yang -akan menyelesalkan persamaan U = E
atau

2 ‘ 2
. My Ve Omaks Q _ m v, f
2R? R, 20

dengan a = Vgmm, ( V =, melambangkan konstanta gravitasi) dan
apabila disubstitusikan untuk m = m mcngandalkan bahwa m, >> m;
dengan mengganukan € iy Maka dldapat

’ '.-.)“fm'z\"
2 et}
c=7R (1+——-Rv§°)'
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Pada v —> e maka harga penampang lintang tumbukan akan menjadi
penampang lintang |bola sendiri. )

Contoh 31

Buatlah rekonstruksi bentuk medan gaya _(r) jika ketergantungan
penampang lintang tumbukan, dari sudut hambur pada energi E diketahui;
dianggap bahwa U(r ) adalah fungsi monoton menurun terhadap r
(medan gaya tolak menolak) dan dengan U (0) > E, U (o) = 0 (dari
0.B. Firssov, 1953). : : .

k!

Penyelesaian

Integrasi do terhadap sudut hambur dapat dicari dari pefsamaan sebagai

berikut
7
X

Bergantung pada kuadrat parameter tumbukan, sehingga fungsi 9 R
dan % {g) dianggap telah’ diketahui. Selanjutnya lihat hubungan:

o.

2

a(lﬂ\’:'ﬁg L {1)
’\’ 'y

o

1 "1 U
s== &T== w=yl-7 (2)
T d .

E

Maka pers. [18.2] dan [18.1] dapat ditulis kembali dalam bentuk

Cr=x(z) _ f 4 | (3)
2 CVruwr— 52 . '
v , :0 ¢

I . . . .
dengan s, (x) adalah suatu penyelesaian fungsi xw? (S) - 52, = 0»

Pers. [3] adalah persamaan-inegral untuk fungsi w.(s); persamaan
integral ini dapat diselesaikan dengan metode yang analog dengan §12.
Ruas kiri dan kfanan pers. [3]. dibagi dengan Vo - x dan
mengintegrasikannya dari O hingga a sehingga diperoleh
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a !

'5[ r_')Y(m) \/— f/ V( J,w-d—ijlﬂal—z.‘) .

-’a(a) ’9(0)
/ / o dsdr’ _ / ds
\/’Ituz—.s c‘f?-J;) N J

0 z(s,) o -

atan dengan integrasi parsial pada ruas kiri persamaan didapat

so(ax)

o .
: d d:
,rrﬁ—/\/a—;v—x-: =,
: ~ dx w
0 0
Relasi ini kemudian diturunkan terhadap o dan - substitusikan S, (o)
pada s dan o menggantikan s*w?. Dengan diferensiasi tersebut kemudlan

didapat

atau .
8?2 fu?
- ¥
-—-,mdln_w:a’(i) / _}i
. 42
v 0 w? %

Persamaan ini dapat diintegrasi secara langsiing, dengan integrasi
terhadap x dan s/w pada ruas kanan dapat saling dipertukarkan. Jika
diamati bahwa s = 0 (atau r —> ), w = 1| (berarti U = 0) dan
mensubstitusikan. kembali variabél » dan 2. hasil akhir perhitungan
di atas akan dlperoleh dua bentuk yang ekuivalen sebagal berlkut

¥

<0 Vb

; L ; d
w =.exp —farc cosh—‘?-—xdo
T

‘rwde U

M

Fuw
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Persamaan ini secara implisit menentukan fungsi w(r) akan diperoleh

U (r)) untuk semua r > r.. atau berarti pula sebagai posisi partikel
yang dihamburkan dalam interval r dengan harga energi yang diketahui
sebesar E.

19. Rumusah Rutherford

Suatu penggunaan penting rumusan yang telah diberikan di atas
adalah hamburan- partikel bermuatan dalam medan Coloumb.

Jika potensial U = ar' disubstitusikan pada pers. [18.4] dan
mengintegrasikan persamaan tersebut, diperoleh

LY

o = arc cos mose 3
i+ ()
dan diperoleh pula
2 _ o’
o = gl tan ¢,
-0

atau dengan menggantikan ¢ = (n — X)/2 menurut pers.{]18.1] didapat

2 @ X

s cot 5" | {19.1)
Kemudian turunkan; pers.[19.1] terhadap ¥ dan substitusikan ke pers.
[18.71 atau [18.8], maka

a \? cos x/2 19.2)
da' =T ( - « 3 ,)d,\ ( =
mel, ) sin®x/2

|




atau

do = w( « ) de. - (19.3)

2 R
mvl J sin' x/2

Rumusan ini disebut pula sebagai rumusan Rutherford. Harus pula
diketahui bahwa penampang lintang tumbukan o tidak bergantung pada
tanda o sehingga persamaan ini berlaku pula bzuk untuk caya tolak
menolak dan tarik menarik Coulomb.

Pers. [19.3] menggambarkan penampang lintang dalam sistem
acuan di mana pusat massa sistem kedua partikel berada dalam keadaan
diam. Transformasi persamaan ini untuk sistém L dapat dicari dengan
menggunakan pers.[17.4]. Untuk partikel yang berada dalam keadaan
diam dapat dilakukan substitusi X = ™20, pada pers. [19.2] sehingga
didapat

TUNT 2
o sin @, o dfs
do; =27 [ = o g = —. (19.4
72 (m vgo) cos? &, 46 . (m b;-’o) cos* O (19.4)

Untuk partikel datang secara umum melalui transformasi ini diperoleh
rumusan yang tidak praktis sehingga dalam persoalan ini akan dipandang
hanya dua kasus.

Jika massa partikel penghambur m2 besar dibanding massa partikel
yang dihamburkan m, ¥ = °Q dan m ® m, sehingga

L0 .
o d, -

= 19.
Ao k451> sin® 2L (18.9)

dengan E = mjww/2, yaitu energi partikel datang.

Jika massa kedua partikel sama (m, = mJ2}, dari bers. [7.9]. x =
2Q,, dan disubstitusikan ke pers. [19.2] didapat

d 2 () 30 4o o (2 5Oy (19.6)
oy .= FAY Y E_l' Sina O[ r 1 = EI Siﬂ4 6'1 “1- D)
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Jika tidak hanya massa kedua partikel sama, kedua partikel khususnya
identik, tidak akan ada maknanya untuk membedakan antara partikel
yang diam dan yang dlhamburkan setelah terjadi tumbukan’ Penampang
lintang tumbukan total untuk semua partikel didapat dari penjumlaha
do, dan ¢, dan dengan mensubstitusikan ©, dan ©, melalui sudut
bersama yaitu ©, diperoleh

’ -
(oY s odR. - (107
do = (E) Qsin4 0 + cos* (—)) o8 (187)

Kembali ke persamaan umum, pers./[19.2] dan dengan pertolongannya
akan dihitung distribusi partike! yang dihamburkan terhadap energi
yang digunakan dalam tumbukan. Pada perbandingan sembarang antara
massa partikel dari partikel yang dihamburkan () dan partikel yang
menghamburkan () berlaku kecepatan yang. d:peroleh pada akhir
proses sebagai fungSI dari sudut hambur di dalam sistem § pada pers.

[17.5], yaitu :

, 2my .
Py = —— Vs SN
2. [v5]
my -+ me

|

Oleh karena itu.diperoleh pula untuk energi partikel m2 atau energi
yang hilang dari partikel m, sebesar:

Jika sin x/2 dmyatakan dalam & dan disubstitusikan ke pers. (19.2),
diperoleh

F L a?

- . :
my Uy, Pr . (19.8)
Rumusan ini menjawab pertanyaan menentukan penampang lintang
tumbukan sebagai fungsi dari energi yang hilang; energi ini akan
mempunyai harga dari nol hingga €, = 2m’v’ /m,.

l
|
|
I
|
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Contoh 32°

Hltunglah penampang Imtdng tumbukan untuk , hamburan d| daldm
medan poténsial sebesar U = ar?, (a > 0). ’

Penyelesaian -~ . . . . . |

Sudut hambur adalah

|
xX=7%]1—-=
1+

m g 02
dan penampang lintang tumbukan adalah‘

27l mw—y df}

do = ]
mvZ x?(2x — x)? sin x

Contoh 33

Hitung penampang lintang tumbukan untuk hamburan di dalam medan
potensial sumur bola berjari-jari @ dan ke dalaman U (berarti pada
medan U = 0 untuk r > a dan U = -U_ untuk r < a).

Penyelesaian

Lintasan berbentuk garis lurus dari partikel pada saat memasuki medan
potensial, demikian pula pada saat meninggalkan daerah medan akan
mengalami pembelikan. Berdasarkan contoh pada pembahasan momentum
sudut datang o dan sudut pembelokan B (gambar [21]), keduanya
mempunyai relasi sebagai berikut

sin a 2U,

- =n n=,/1+ .
sin 8 mu2,

dan penampang Iintang tumbu!mh adalah ..

sin o 2 2 n
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o dapat ditentukan dari hubungan ini dan terlihat dari gambar [20]

Gambar 21: ) '

relasi
asing = g

dapat dieliminasi sehingga diperoleh hubungan % dan g sebagai berikut

2 12
n o n® sin” 3

nt+1—2ncos &

Dengan menurunkan persamaan di atas akan diperoleh penampang
lintang tumbukan

a®n® (ncos £ —1) (n = cos I)

el c?s % (1 T I cos l) (l‘Q.

do =

Sudut ) akan mempunyai harga dari nol (untuk ¢ = 0) hingga c__
(untuk 2 = a) yang diperoleh dari persamaan:

s Xmaks _ 1
2 n’
!
Penampang lmtang total yang diperoleh melalui integrasi do
terhadap seluruh sudut yang termasuk di dalam kerucut x < Yomaks, 8dalah

akan sama dengan lluas penampang lintang bola ® a.
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20. Hamburan pada Sudut Kecil.

Perhitungan penampang lintang akan lebih mudah jika tumbukan
yang terjadi mempunyai parameter tumbukan yang besar, di mana
medan potensial U lemah sehingga mempunyai sudut pembelokan
yang kecil. Dalam kasus ini perhitungan dapat dilakukan secara
langsung pada sistem L, tanpa harus memandang kejadian di dalam
sistem § terlebih dahulu.

Sebagai sumbu x dipilih arah jatuhnya partikel (bermassa m ),
bidang x — ¥ dianggap merupakan bidang hamburan. Jika momentum
partikel setelah tumbukan disimbolkan dengan p',, diperoleh relasi
sebagai berikut '

'
sin O, = p—l,y-
1
Untuk sudut pembelokan yang kecil dengan pendekatan sin ©, = ©,

dan penyebut p’, pada persamaan di atas dapat digantikan dengan
momentum awal p, = mv_ Kemudian didapat:

0y~ i (20.1)

m Vs

Karena p'= F_ pertambahan komponen momentum pada arah sumbu
v adalah sama dengan

+x
P, = / F, dt. (20.2)

Dalam hal ini gaya

oo 20U _ _olar o 0C
YT 9y T 9 Ay ()rr

Integral pada pérs. [20.2] berlaku untuk harga U yang kecil sehingga
dalam perhitungan dapat dilakukan dengan cara yang sama, partikel
tidak akan dibelokkan melalui lintasan awalnya; yaitu dengan lintasan
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garis lurus (sepanjang garis lurus y = ¢) dan beraturan (dengan
kecepatan v_). Dengan mensubstitusikan ke pers. [20.2]

: ou dr
F,=-=2 4 .
dr r Voo
dan diperoleh
r i U dz
Py = Voo dr r ,

Akhirnya harus dilakukan perubahan dari integrasi terhadap dx
digantikan dengan integrasi terhadap d». Untuk lintasan berbentuk garis
lurus diketahui bahwa r* = x> + y* + p°, maka harga r, dengan
berubahnya harga x dari —es ke + oo, akan berubah pula dari « ke o
dan kembali lagi ke . Dengan demikian, integral terhadap dx dapat
dikalikan dengan 2 dan berubah menjadi integral untuk dr dari g ke
e, dengan dx dinyatakan sebagai

. rdr

dz = — .
" g2

Untuk sudut pembelokan pada pers. [20.1] akhirnya diperoleh *)

+o0
_ 20 [ dU  dr- .
= m) Voo dr /r2—g?" (20.3)

—d
yang menyatakan ketergantungan ©, terhadap c pada sudut pembelokan
yang keci. Penampang lintang hamburan (dalam sistem L) diperoleh
dari pers. [18.8] dalam ©,, selain dalam x dan sin @, dapat digantikan
dengan O, | o

do | o(@1) :

= AR o) (20.4)
der ld o o, '

4y Jika penurunan yang sama dilakukan di dalam sistem $ maka akan diperoleh pernyataan
yang sama untuk ¥, yaitu dengan m, digantikan oleh p: diketahui bahwa hcrdasarkan pers.
[17.4] ©, dan ¥ saling bcrhubungan dalam relasi, ,
ia

my -F ma




Contoh 34
Hitung pers. [20.3] dari pers.-[18.4] !

Penyelesaian

Untuk menghindari hasil integrasi divergen, pers. [18.4] dapat ditulis
dalam bentuk '

8 R
0" 20
!,90 = _a_'_ ] 1 - __.. e 2 dr
o r- muz,
rn:tin

Sebagai batas integral diambil R yang mempunyai harga tak berhingga.
Karena U mempunyai harga yang kecil, suku dalam tanda akar dapat
ditulis dalam bentuk deret U ; secara pendekatan r_ diganti'dengan
g, maka -

'o[o odr o T Ur)dr
Spo =.
2

'—'_-,+a_ >
) Vi—% ¢ g mtrfo\ 1-%

Pada harga batas untuk R —> oo integral pada suku pertama akan
memberikan harga /2., sedangkan intégral suku kedua dapat diselesaikan
secara persial dan diperoleh

Yang ekuivalen dengan rumusan pada pers. [20.3].

Contoh 35

Hitung penampang lintang untuk hamburan dalam medan U = o/r"
(n > 0). '
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Penyelesaian

Dari pers. [20.3] beriaku

Dengan mensubstitusikan ¢%/7° = i integral akan menjadi integral Euler
(fungsi B). Jika penyelesaiannya dinyatakan dalam fungsi 1.

0, = Qa0 T l‘(%)

melor T(2)

Jika pada pers. [20.1] o dapat dinyatakan dalam ©,, diperoleh:

2

do = —ln- [Qﬁp(ﬂf’d) a r o) 4q.

T3 mek]




Bab V
Geta'ran Kecil

21 Getaran Bebas 1 Dimensi

Snatu ciri gerak yang sangat banyak terdapat di dalam sistem
mekanis adalah getaran kecil (small oscilation). yaitu gerak yang terjadi
di sekitar titik kesetimbangan sistem. Pembahasan sistem demikian
secara sederhana dapat dimulai dengan memandang sistem yang
mempunyai satu deragjat kebebasan.

Dalam keadaan setimbang, sistem berada dalam energi potensial
U (g) minimum, suatu simpangan terhadap titik setimbang menyebabkan,
adanya gaya sebesar —dU/dq yang cenderung mempengaruhi sistem
untuk kembali kekeadaan seimbang. Misalnya, bahwa simpangan yang
. berhubungan dengan potensial minimum dalam koordinat diperamum
adalah g dan ¢, Apabila sistem mengalami simpangan yang kecil
terhadap titik setimbangnya, akan terdapat perbedaan potensial sebesar
ug — U (q) yang dapat ditulis dalam bentuk deret terhadap g - g,
Karena simpangan yang kecil, pendekatan dapat dianggap hanya suku
pertama yang berperan penting. Suku tersebut mengandung koordinat
. pangkat dua sebagai berikut

U(g) — Ulg) 2 = (q— g0)"s

| o

104
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k merupakan koefisien positif (adalah sama dengan turunan kedua U"(q)
pada posisi ¢ = g ). Apabila energi potensial dinormalisir dengan
mengganggap U (q]) = 0, terdapat hubungan

r= g . , (2L

yaitu sebagai simpangan terhadap posisi setimbang. Dengan demikian,
energi potensial sebagai fungsi x dapat ditulis kembali dalam bentuk.

U(r) =

lv|r—-

(21.2)

Energi kinetik sistem yang mempunyai satu derajat kebebasan
secara umum dapat. ditulis dalam bentuk

o) = galo)i*

.
l\a]!—'

Dalam pendekatan yang dibuat fungsi a (g) dapat diambil dari harganya
pada posisi ¢ = ¢,. Untuk singkatnya, jika diambil'’

a{q)=m

maka diperoleh fungsi Lagrange suatu sistem getaran kecil satu
dimensi?

L = —mia?—=ky’, (21.3_)

Dari persamaan ini diperoleh persamaan gerak sebagai- berikut

mr+kzr =0 ' (21.4)

atau ) ) o1

4wz =0. (21.5)

dengan i 3 i (-91 6)
w — nl.

1) Patut dicatat bahwa besaran m hanya berhubungan dengan massa jika x adalah dalam
koordinat Qarlesiqn.

2)  Sistem ini biasanya sering disebut sebagai osilator.
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Persamaan diferensial pada pers. [21.5] mempunyai dua penyelesaian
homogen ‘cos ¢ dan sin @t sehingga penyelesaian umumnya adalah

r = ¢ cos wt+ ¢ sl wt (21.7)
atau jika ditulis dalam bentuk lebih sederhana
-z = acos(wl +a). (21.8)

Karena cos (o+0) = cos ot cos O, —sin ot sin o, dan dibandingkan
dengan pers. [21.7] maka semua konstanta (c,, ¢, dan o ) pada
persamaan tersebut mempunyai hubungan sebagai’ berikut

€2
a = \fc}+ e, dan tan @ = ——. | (21.9)
[N

Penyelesaian persamaan gerak dari getaran kecil ini dapat
diartikan sebagai persamaan getaran harmonik _terhadap titik
kesetimbangannya. Konstanta 4 di depan faktor periode pada pers.
[21.8] disebut amplitudo getaran dan argumennya disebut sebagai fase
getaran, 0 dianggap sebagai fase awal, harganya bergantung pada
pemilihan titik awal. Besaran o disebut sebagai frekuensi sudut getaran;
dalam fisika teori biasanya disebut sebagai frekuensi saja. ‘

 Frekuensi merupakan karakteristik dasar dari getaran; harganya
tidak bergantung pada keadaan awal, tetapi hanya dari sifat-sifat
mekanis sistem (lihat pers. [21.6], ® hanya bergantung pada k dan m
yang melambangkan sifat mekanis sistem). Patut pula dicatat bahwa
sifat dari frekuensi demikian hanya berhubungan dengan getaran (kecil)
yang beramplitudo kecil, dan untuk pendekatan lebih jauh (untuk
getaran beramplitudo besar, hubungan ini tidak lagi berlaku). Secara
matematis sifat seperti ini berhubungan erat dengan ketergantungan
energi potensial terhadap koordinat®

Energi suatu sistem yang bergetar menurut getaran kecil adalah:

3)  Dalam kasus ini hubungan frekuensi pada pers. [2.16] tidak lagi berlaku, yaitu jika fungsi
u (x} pada posisi x = 0 mempunyai harga minimum berderajat tinggi, yaitu ~x% #>2 (lihat
contoh 13 pada § !1).
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- 1 1 N
K= -2-mz: + L = '%l.(;bz.}_wzw?);:

atau dengan, mensubstitusikan dari per§. [21.8]

N "oy

yaitu sebanding dengan ampltnudo getaran kuadrat

Untuk kepentingan perh;tungan seringkali berguna bahwa persamaan
getaran ditulis sebagai suku real dari fungsi yang bergantung pada
waktu-yang ditulis; sebagai

= Re{Ae ), . (2111

dengan A merupakan konstanta kompoleks. jika ditulis dalam bentuk
‘ A-—ae " T (21.12) '

I
dlgabungkan dengan pers. [21. 11] akan dlperoleh kembali pers. [21.8].
Konstanta A disebut sebagai ampt:zudo kompleks dan argumennya sama
dengan fase awal.

Penulisan persamaan getaran dalam bentuk eksponensial secara
matematis lebih mudah dibanding jika ditulis dalam faktor trigonometri
karena dengan diferensiasi bentuknya tidak mengalami perubahan.
Selama hanya dilakukan perhitungan linier (penambahan, perkalian
dengan Kkonstanta koefisien, diferensiasi dan integrasi), tanda suku Real

A

“wr-——————
-—

Gambar 22:
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(Re) dapat dihilangkan dan dapat dikembalikan ke bentuk semula
setelah selesai dilakukan perhltungan“’

Contoh 36: Nyatakan amplitudo darn fase -;tw.ai' getai"anrdari harga awal
koordinat x, dan kecepatan v,
Penyeleshian‘

'[’2 P, Uo '
a = :::2+—-— Ctan o = ——.
. w? . Ty |

]

Contoh 37: Cari perbandingan dari’ w dan'w'.dari getaran molekul
diatomik yang mengandung atom-atom siotop berbeda; massa masing-

r

masing atom adalah m m, dan m' m’',.

Penyelesaian; Apabila interaksi antara atom-atom isotop sama, berlaku
k = k. Sebagai koefisien m dalam energi kinetik moleku] adalah sama
dengan massa reduksi. Dari pers. [21.6] diperoieh,

r
w myma(my + m})
LN mymb(my + mh) '

Contoh 38: Tentukanfrekuensi getaran suatu titik dengan massa m yang
dapat bergerak sepanjang garis lurus dan tergantung kepada sebuah
pegas dengan titik ujung lainnya terikat erat pada pegas di titik A
(gambar [22]); titik A berada pada jarak ! dari garis lurus. jika pan)ang
pegas adalah /, akan timbul gaya F pada pegas.

Penyelesaian: Energi potensial pegas (hingga orde. yang cukup kecil)
adalah sama dengan hasil kali dari gaya dan perubahan § panjang di
dari pegas. Untuk x < [ berlaku

. 2
l=VvEitai-lxn ry

4)  Pada operasi nonlinier, misalnya dalam hal membuat kuadrat, tidak berlaku bahwa bilangan
kompleks A secara umum sama dengan ReA’ # (Red)'
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sehingga diperoleh lbahwa U = F x¥% Karena energi kinetik sama
dengan mx*/2, didapat pula bahwa

Contoh 39:Seperti pada contoh 38 titik bermassa m bergerak dengan -
lintasan [ingkaran (gambar [23]).

Penyelesaian: Dalam kasus ini perubahan panjang pegas untuk j < 1°).

rir+10) K
TR

5§l = '\/r2+(l+r)2~—2r(r+l) cos ¢ — [ =

dan untuk energi Kinetik berfaku T = m r, /2. Dengan demikian,
diperoleh frekuensi getaran sebagai berikut '

Fir40)

rim

-

‘______.....,__-_.-_

Gambar 23:

5)  Pusat dari @ terletak pada titik tengah lingkaran.

|
|
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Contoh 40: Tentukan frekuensi getaran pada bandul yang terdapat
pada gambar [2] dengan titik yang: tergantung (massanya adalah m )
dapat bergerak pada arah horizontal.

Penyelesaian: Untuk ¢ < [ dapat diperoleh dari contoh 17 pada
pembahasan gerak dalam medan sentral (§14) diperoleh persamaan

o P 5 = magl o

- 2(m1 -+ mg) : 2

Dengan demikian, diperoleh frekuensi getaran' sebagai

glm, +'n';2)
W = -‘f——.
my

Contoh 41: Bagaimana bentuk kurva gerak dalam medan gaya berat
schingga periode getaran tidak bergantung pada amplitudo ?

Penyelesaian: Kurva yang memenuhi ﬁertanyaan di atas dipastikan jika
energi potensial partikel memenuhi U = k s%/2, dengan s merupakan

simpangan terhadap posisi setimbang, yaitu sebagai tali busur yang
dibentuk oleh partikel; dalam hal ini energi kinetik adalah sama dengan.
T = ms?2 (m adalah massa partikel) dan frekuensi getaran sama dengan

w = Vk/m, tidak akan bergantung pada harga awal dari s. Dalam medan

gaya berat berlaku U = mgy, dengan y adalah koordinat sumbu vertikal.

Untuk itu & s/ 2 = mgy atau

2
W 9

y=3ES.

Selain itu, ds? = dx®> + dy* atau dengan perkataan lain diperoleh

_ Fds\? 1l
..:F_ &y —1dy.
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Integrasi persamaan di atas dapat dilakukan dengan mensubstitusikan

y = 4——22 (1 = cos £),

sehingga diperoleh
]
T = T 2(f+bm§)
Kedua rumusan terakhir merupakan persamaan parameter dari kurva
yang dicari; kurva akan berbentuk sikloida.

2.2 Getaran Dipaksakan

Lihat suatu getaran dalam pengaruh gaya luar y';'mgl berubah-ubah..
Getaran seperti ini disebut getaran dipaksakan, untuk membedakannya
dari getaran bebas yang telah dibahas pada bab sebelumnya. Apabila
dianggap bahwa simpangan getaran sangat kecil, seharusnyalah gaya
yang berubah-ubah ini cukup kecil sehmgga tidak menyebabkan terjadi
simpangan yang- terfalu besar. o '

Untuk kasus ini," disamping sistem mempui]yai en-ergi potensial !c;z,
terdapat pula energi potensial lain sebesar Ue (x, t) yang disebabkan
oleh adanya gaya luar. Jika energi potensial ini dideretkan terhadap
gaya x yang kecil, diperoleh _
‘ L ou

Ue(z, t) =~ U0, 8) + 3.

8.1':0

Suku pertama hanya bergantung pada, waktu sehmga dalam fungsi
Lagrange dapat diabaikan (sebagai turunan total dari suatu fungsi lain
yang bergantung pada waktu). Pada suku kedua —9U/dx berasal dari
gaya luar yang bekérja pada posisi setimbang sistem dan merupakan
fungsi terhadap waktu yang telah diketahui; misainya fungsi tersebut
adalah F (t). Dengan demikian pada energi potensial akan muncul suku
—-xF(#) sehingga fungsi Lagrange sistem dapat ditulis ‘menjadi

*2
T —L—I—Hm) (221)

L =
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Persamaan gerak yang - berhubungan dengan fungsi Lagrange d| atas
‘adalah -

TH+ha = F(1)
atau

d 2 | 1 ‘ h }
T = — (1), o 22.9)
T+w'yr o () ‘_ (....2)

dengan @ adalah frekuensi‘dari getaran bébas.

Penyelesaian persaman diferepsial homogen umumnya dapat
dicari dengan mudah, yaitu mengandung konstanta sebagai koefisien
dari penjumlahan dua suku x = x_ + x; dengan x_ , sebagai penyelesaian
“umum persamaan homogen dan- x, adalah penyelesalan partikular
(khusus) dari persamaan dlferens:al inhomogen. Dalam Kkasus ini X,
adalah sama seperti penyelesaian untuk getaran bebas (harmonik) yang
telah dibahas pada bab sebe]umnya

Pembahasan seIan_]umya akan dlpandang gaya ]uar yang perlodlk
’ sebagal fung51 waktu dengan frekuenSI ¥

F (1) = f cos (yt + P) (22.3)
Akan dicari penyelesaian partikular dari pers. [22.2] dalam bentuk 'x]"'
= b cos ( gt + b), yaitu dengan faktor periodik yang sama. Jika
persamaan ini disubstitusikan ke pers. [22.2], diperoleh bahwa b = f
/m (w?-g?); dengan menambahkan penyelesaian homogen akan dldapat
penye]esalan umum persamaan diferensial [22.2] . .

T =@ cos (ﬂ + a) + “(—zf—r) cos(yi+ 3).: (22.4)
. miw* — . .

Konstanta sembarang . dan f dapat difentukan dari _syarat awal getaran.

Hal ini, berarti bahwa sistem dalam pengaruh gaya luar yang
periodik menyebabkan terjadinya gerak, yang sekaligus mengandung
dua getaran sekaligus, yaitu getaran sistem dengan, frekuensi eigen ©
dan getaran lain akibat gaya luar dengan frekuensi .
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pada ‘pers.' [22.4] tidak berlaku. apabila dalam

getaran terdapat peristiwa resonansi, yaitu jika frekuensi gaya luar sama
dengan frekuensi eigen sistem. Untuk memperoleh penyelesaian umum
persamaan diferensial dalam kasus ini, pers. [22.4] dapat ditulis kembali.
dalam memisalkan konstanta baru dalam bentuk

r=acos{yt+na)+

Fj [C()S (“{f 4+ 3) -~ COS \w 3 + ﬁ]]

Untuk Y —>, suku kedua akan mempunyai harga tidak tentu karena

0/0 dan dengan me

T =acos(yt+a)+

nggunakan aturan 1'Hospitale diperoleh

Fo ~
ot sin{wt +35). ('2‘2.5)‘

' - L

Hal ini, berarti bahwa dalam kasus.resonansi.amplitudé getaran akan
bertambah secara linier terhadap waktu (selama pertambahan amplitudo

tidak terlalu besar,
digunakan).

semua teori yang diberikan tidak akan dapat

Selanjutnya akan diperhatikan pula bagaimana kelanjutan getaran
di dekat daerah resonansi, yaitu jika v = @ + € ( € berharga sangat

kecil). Dalam penu
dapat ditulis dalam

lisan kompleks, -penyelesaian persamaan getaran
bentuk

= Ae™ 4 Belt I = (W Beith et (22.6)

Besaran A + B, i pada saat periode sama déngan 2m/w, faktor e™ tidak
banyak menga[aml perubahan sehingga pada daerah di dekat resonansi
getaran dapat dipandang sebagai getaran lemah dengan amplltudo

berubah-ubah®-

Jika amplitudo tersebut dinyatakan sebagai .C,. didapat

pula bahwa

C = iA + Be®l

A dan B masmg masing terdiri dari ae'® dan be"’ dan diperoleh

6)  Demikian pula suku

i
!
1

"konstanta” pada fase getaran akan mengalami perubahzm
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C? = ‘+b2+?ab Los(€£+3—a) (22.7) -

Dan rumusan inj dlketahm bahwa amplitudo mengalami getaran dengan
frekuensi- € antara dua daerah -batas :

la—bl < C <a+b

Fenomena seperti ini disebut -getaran mengambang.

Persafpaéh! gerak yang dinyatakan pada pers. [22.2] pada sembarahg
bentuk gaya luar F (1) secara umum dapat diintegra’si. Hal int mudah
dipahami jika persamaan dinyatakan dalam bentuk

d . - - 'n... ! 1" ;‘ _. 3
L s tiwry—ilitiws) = — F(¢
a (.1:+£ x) —i(E +: .r)' - ( )
atau’ ' s oo h :
. - dé Wk Y e .
) 22 _Jwé = — F(, ! 228
dt ¢ m () ( )

dengan. memisalkan suatu besaran kompleks

-

€= &+iwz.. ot (229)(

Pers [22.8] bukan merupakan persamaan diferensial orde dua, melamkan
menjadi persamaan orde satu. Seandainya persamaan diferensial orde
satu -di atas' tidak mengandung ruas ‘kanannya maka penyelesaiannya
menjadi € = Ae™ (A adalah konstanta). Dengan kaedah umum penyelesaian
partikular persamaan difererisial inhomogen di atas dapat dicari dengan -
memisahkan sebagai { = A (1) ¢™ sehingga akan didapal A sebagai

fungsi waktu sebagai berikut. - . . . . :

Aft) = = F(t)c""‘".

Integrasi persamaan ini akan memberlkan penyelesalan partikular
sebagai- berikut ¢

£ = M /f‘u)e""“dt-a-go ' (22.10)

0
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dalam penyelesaian ini konstanta, E, dipilih sehingga harga & pada saat
t = 0 juga berharga nol. Persamaan ini.tidak lain-merupakam penyelesalan
umum persamaan gerak getaran; x (1) merupakan suku imajiner dari
pers. [22.10] (dibagi dengan w)’

Energi sistern , yang terdapat di dalam getaran dipaksakan ini,
tentunya tidak akan tetap konstan; energi sistem dipasok oleh gaya luar:
Untuk menentukan energi total sistem selama terdapatnya gaya luar
(dari + o> hingga —eo); sementara diandaikan bahwa energi awal sama ‘
dengan nol. Dari pers.[22.10] (dengan batas bawah integrasi -
e selain nol dan dengan { (—e) = 0) diperoleh untuk ¢ —> oo

+co 2
1 2 1 —l i

eoe)® = — | [ Fear

: Cl m?. '
X o
Di samping itu energi sistem adalah

m
£o= (@ 4uta?) = Sler. (22.11)

1

Jika disubstitusikan lz(e)?, diperoleh’ energl yang dltambahkan pada
sistem sebesar

+oo 2.

1 —iw .
E=§; fF{f.)c tde . . (22.12)

p= =]

Energi ini ditentukan berdasarkan kuadrat komponen Fourier dari gaya
F (1) pada frekuensi eigen.

Jika gaya lvar bekerja hanya pada interbal waktu singkat (kecil
dibanding dengan 1/w), dapat dibuat pendekatan bahwa harga i~ |
schmgga diperoleh

'7

o =
|
E —_— . ,
. 2 | /‘Lp(t)(lt.

7)  Untuk kasus ini tentunya fungsi gaya luar™ F (1) harus mcru;iakan‘ fungsi real.
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Hasil rumusan-di atas telah jelas dari awal pembahasan. Rumusan ini
menyatakan bahwa soatu gaya yang bekerja pada sistem dalam waktu
yang singkat, akan menambah momentum (implus) pada sistem sebesar
| Fdt, tapa menyebabkan perubahan simpangan yang nyata untuk dapat
diamati, .

Contoh 42: - Hitung getaran dipaksakan suatu sistem dalam pengaruh
gaya luar F (r) jika sistern pada saat r = O diam pada posisi
_setimbangnya (x = 0, x = 0), untuk kasus a)'F= Kkonstata = F'b) F
=at: ¢c) F = Fpe“"; dan d) F = Fe™ cos bt.

Penyelesaian

a. Simpangan dapat dicari dengan menyelesaikan persamaan gerak
pada pers. [22.2]

F, A
T = = (1= cos with

me=

pe_:ngalruh gaya luar menyeb}ibkan simpanan dari posisi setimbang
di sekitar getaran.

b) Untuk F = at (".Ii dapat
a .
T = = (w1t —sin wt);
nu?

c) Untuk F = F e diperoleh .

F, ( . a

= ———— _{e* —-cos wl + — sin wt.) .
‘ m(w? + a?) W

d) Untuk F = Fe* cos bt diperoleh

. £y
2 = 2

- 2 ‘-’ “ll-, -
i — & wi
m[(e? + & — %) + da??] {—(®+ a® — 5°) sin
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= -l-E (w? Yot B?%) sinwl + o [(.u2 +a” ¥,
o re.
cos 8t —2a 3 sin Jt} ;

.- Tl - b0

l
| &

. A t
Gambar:24:

Contoh 43: Tentukan amplitudo getaran dalam pengaruh gaya luar
yang bekerja sesuai dengan aturan perubahan sebagai berikut: F
=0 untuk r <0, F= FyTuntuk 0 <t < T, dan F = F, untuk 't
> 0 (lihat gambar g [24)' hingga pada saat + = 0 sistem berada dalam
keadaan diam pada posisi setimbangnya (lihat gambar [25]

Penyelesaian: Pada mterval waktu O < r < T getaran akan memp_unx&__
bentuk yang memenuhi persamaan: sebagai berikut

-

1 — 5’ ) .
T = fm—TZE(wt—sm w ).

Untuk 1 > T dapat dicari penyé€lesaian dalam bentuk

d
Fs
a2’

T = ¢ cos w(t —T)+ ¢ sin w(t —
Dari syarat kontinuitas untuk x dan x paa saat t = T diperolah pula
FON ’ r,

c = ———n € = —
o mT=? m7Tw?

(1 —coswT).
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- o9 a , 2'Fo w!
T = \/c; +¢ = sin —.
mTw? 2

~ Dalam hal ini, amplituddo getaran “diperoleh se‘bﬁgai berikut

Patut pula dlcatat bahwa amplitudo akan semakin. keml jlka harga F,
(yaitu jika T semakin besar).

Contoh 44: Pertanyaan .yang sama seperti pada sebelumnya, tetapi
gaya luar F bekerja se]ama mtcrval waktu tertentu T (Ilhat_
gambar [25])'

Penyelesaian: Penyelesaian‘dapat dicari dengan cara yang sama seperti -
pada contoh 43 tetapi masih lebih mudah, yaiti dengan menggunakan
pers. [22.10]. Untuk ¢ > T akan diperoleh getaran pada posisi x = 0;
dalam _hal "ini

' Fo ?‘: . - .1 ' .‘1:.0 " N ‘ . )
<f — :_e-—wt / 6_."34 Cif = __(1 _ e—sz) e—ut, .
" kuadrat absolut dari { akan menghasilkan amplltudo yang dlnyatakan
dalam 1] = a’w? Hasilnya diperoleh

20 .. w'T »

a =
nm 2

1

Contoh 45: Sama seperti contoh ise’belumnya untuk gaya luar F =
F#T dalam ‘interval waktu dari 0 hingga T (lihat; gambar [26]).

Penyelesaian: Dengan cara yang sama seperti. di atas diperoleh

\/u.:"T2 2wT sin wT +2(1 — coswT).

Tw2 m
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T t

Gambar 25:

T t

Gambar 26:

Contoh 46: Sama seperti contoh sebelumnya untuk gaya luar dalam
interval waktu dari 0 hingga T = 2%/w yang mengikuti hukum
F = F sin wt (lihat gbr. [27].

Penyelesaian: Dengan mensubstitusikan persamaan

3 : Fo .
I (t) = Fo sin wl = )_o if:‘-*’ . e—:wt)
i

Pada pers. [22.10] dan lakukan integrasi dengan batas dart 0 hingga
T, akhirmya didapat .

{J =

For n = g —
Vi T? = 30T sin wT +2(1 — coswT),
3 [ W B ( )'3' )
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Gambar 27:

23. Getaran Beberapa Derajat Kebebasan

Teori getaran harmonik s derajat kebebasan adalah analog dengan
teori getaran | dimensi seperti yang telah dijelaskan pada §61. Jika
diasumsikan energi potensial {/ dari sistem sebagai fungsi koordinat

diperumum ¢, (i = 1, 2, ..., 5) mempunyai harga minimum pada
g= q,. Jika pada sistem terdapat pergeseran yang sangat kecil
i = i — Gio T (23.1)

dan berdasarkan pergeseran ini U dideretkan sehingga mencapai suku
berderajat dua, diperoleh

1] —

U= - Z-a’-?e;mti N (23.2)
ik

sebagai energi potensial yang tergantung kepada kuadrat pergeseran,
yang juga mempunyai harga minimum. Koefisien %, dan & dikalikan
dengan besaran yang sama x, . x, pada pers. {32.2] jelas bahwa indeks
i dan k& mengandung simetri

ke = Ky

7 -
Energi kinetik untuk kasus secara umum dapat ditulis dalam bentuk
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T=;Z #(9) g dx ;
Lo '

dan jika disunstitusikan g, = g, harga ¢, = Denga;"l demikian,
akan diperoleh energi kinetik berharga posmf dalam ‘bentuk
1 .. 5q -
T=3 Z mik i Gk (23.3)
ik .

Koefisien m, adalah simetri terhadap indeks

Fungsi Lagrange suatu sistem getaran harmonik dengan simpangan yang
kecil menjadi

1 _
L= > Z (migdidy — kipaiag). (23.4)

Selanjutnya akan dicari persamaan gerak sistem. Untuk mencari persamaan
tersebut, diperlukan untuk menurunkan fungsi Lagrange dalam bentuk:

dL = 5 Z (m,-k dpday + mp e da; — kg day — kin tl-v.‘)-
ik :
'Penjualan terhadap indeks tentunya tidak bergantung pada pertukaran

indeks sehingga suku pertama dan ketiga dapat dilakukan pertukaran
indeks; karena simetri koefisien m,_ dan k, diperoleh:

dL = Z (Tnik-:i!k dft'?.' - k,‘k T; dTL)
ik

Dengan demikian, didapat

oL . AL -
%% ; mik Tk, s _z;.-: ki Tk
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maka persamaan Lagrange menjadi .
Z ML T + Z iz = 0. (233)

Pers (23.5] menggambarkan sistem 5 (f = 1, 2 e s)‘pérsamaaﬁ
diferensial linier dengan koefisien konstan. o

Berdasarkan aturan umum akan dicari penyelesaian s persamaan
diferensial yang mengandung s fungsr yang belum dlketahm dalam
bentuk

o = Ape™, (23.6)

dengan A, adalah konstanta yang juga belum diketahui. Jika pers. [23.6]
dlSlletltllSlkan ke dalam pers. [23.5], derigan menghilangkan suku e,
akan diperoleh sistem persamaan linier aljabar yang harus memenuhi
konstanta ‘A,. -

Z (—w*my + ki) A = 0. - ©L(23.7)

k- L i -
Agar sistem persamaar ini'mempunyai solusi yang tidak berharga

nol maka determinan sistem persamaan ini haruslah sama dengan nol.

lk~wm,] = 0 ' (23.8)

Pers. [23.8], yang disebut sebagai persamaan karakteristik, merupakan
persamaan ? berderajat s. Persamaan ini secara umum mempunyai akar
positif @, dengan' o =1, 2, ...... , 5 (untuk kasus khusus beberapa
harga akar dapat mempunyai harga yang sama). Besaran yang disimbolkan
dengan «_ disebut sebagai frekuerisi eigen dari sistem.

Dari pemikiran fisis jelas bahwa akar pers. [23.8] haruslah berharga
real dan positif. Seandainya ® mempunyai harga negatif berarti
ketergantungan koordinat x, terhadap waktu -pada pers. [23.6] (dan
demikian pula ketergantungan terhadap waktu dari kecepatan x,),

keduanya akan merupakan kurva yang menurun atau naik dengan faktor
eksponensial terhadap waktu. Keberadaan faktor demikian untuk kasus
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yang dipandang adalah tidak diperbolehkan (relevan) Karena akan
menyebabkan perubahan terhadap waktu dari energi E=T + U sistem
sehirigga bertentangna dengan hukum kekekalan energi.

Secara sistematis mudah dibuktikan jika pers. [23.7] dengan
mengalikan A*, dan dijumlahkan terhadap i sehingga diperoleh

Z("‘w‘s mi; + ki) A; A, = 0
ik
dari persamaan ini diperoleh
Z A;-' Ak
i z m.-;,.A,? Ag.

ik

w

Bentuk rumusan kuadrat pada pembilang dan penyebut dari
pernyataan di atas merupakan bilangan real karena koefisien k dan
m_  real dan simetris

ik
Z.AE Ac] =D kaAiAr =) ka AL AL
ik ik : Pk

Harga pada persamaan di atas juga positif sehingga berlaku untuk harga
W)

Setelah memperoleh frekuensi o, harga tersebut disubstitusikan
ke pers. [23.7] dan kemudian dapat ditentukan harga-harga koefisien

8) Kenyataan bahwa bentuk kuadrat dengan koefisien &, secara definitif positif. untuk
simpangan getaran berharga positif sesuai dari definisi pada pers. [23.2]. Apabila besaran
kompleks A, ditulis dalam bentuk «, = ib,, diperoleh bahwa (kembali sesuai dengnan
prinsip simetri &, ) adalah

Z kiv(a; — 10 ) (e +ibg) = z g iku, ae + Z g b; by
ik

ik ik

hal ini merupakan penjumalahan dari dua rumus terdefinisi tersebut

1
]
!
'
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A,. Jika akar dari , dari persamaan karakteristik mempunyai harga
yang berbeda satu sama lainnya, koefisien A, dapat ditentukan dari
determinan (berderajat s — 1) yang telah disebutkan pada pers. [23.8],
dengan harga ® terakhir disubstitusikan ke @ ; determinan ini disimbolkan
dengan A, . Penyelesaian partikular (khusus) dari persamaan diferensial
pada pers. [23.5] selanjutnya mempunyai bentuk sesuai dengan

g o Ay (7 piwal
T = Apy Cp ™,

dengan C" adalah konstanta kompleks sembarang.

Penjumlahan semua penyelesaian partikular akan menghasilkan
penyelesaian umum. Bentuk real penyelesaian ini dapat ditulis sebagai

e { > Ak Ca e}“"}' =) Aw O, (23.9)

dengan menyingkat
@, = Re {C, e} (23.10)

Berarti bahwa perubahan setiap koordinat sistemn terhadap waktu
merupakan tumpang tindih (overlapping) dari s getaran ©, O, ... ,Os
dengan harga amplitudo dan fase masing-masing sembarang, tetapi
mempunyai frekuensi yang sama.

Pertanyaan tentang apakah mungkin untuk memilih koordinat
diperumum dalam persoalan ini menjadi jelas bahwa setiap getaran yang
terdapat di dalam sistem tersebut merupakan getaran sederhana. Bentuk
penyelesaian umum pada pers. [23.9] memberikan jalan untuk
menyelesaikan pertanyaan ini.

Apabila hubungan sebanyak .s persamaan pada pers. [23.9]
dipandang sebagai ‘sistem persamaan dengan s variabel ©, yang belum
diketahui, dengan menyelesaikan sistem persamaan tersébut besaran-
besaran © , @,, ..., ©_dapat dinyatakan dalam koordinat x, r,, ...... WX
Koordlnat-koordmat tersebut disebut sebagai koordinat normal atau
koordinat urama dan getaran sederhana yang terjadi pada sistem disebut
pula sebagai getaran normal dari sistem.
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Koordinat normal © memenuhi persamaan sebagai berikut
O, +w?0, =0, (23.11)

sesuai seperti terdahulu. Dalam koordinat normal, persamaan gerak
terbagi dalam s persamaan yang saling tidak bergantung. Percepatan
untuk setiap koordinat normal hanya bergantung pada koordinat masing-
masing dan untuk menentukan secara sempurna ketergantungan terhadap
waktu cukup jika diketahui harga awal koordinat dan kecepatan
masing-masing koordinat. Dengan perkataan lain, koordinat normal
suatu sistem getaran adalah saling tidak bergantung pada satu sama
lainnya.

Dari pernyataan di atas kemudian diketahui bahwa koordinat normal
yang dinyatakan dalam fungsi Lagrange dapat terbagi dalam penjumlahan
pernyataan masing-masing dan setiap persamaan dengan frekuensi @,
masing-masing, yaitu ditulis dalam bentuk

ing 5 2 7
L& Z _5‘1((-);’, - o @), (23.12)
(a3
dengan m_ adalah konstanta berharga positif. Secara matematis hal ini
mempunyai arti bahwa melalui transformasi pada pers. [23.9] kedua
bentuk kuadratis, energi kinetik [23.3] dan potensial (pers. [23.2]),
secara bersamaan akan membentuk diagonal.

Biasanya koordinat normal dipilih sehingga koefisien-koefisien

pada harga kecepatan kuadrat pada fungsi Lagrange sama dengan

1. Untuk itu koordinat normal cukup (disimbolkan dengan Q)

didefinisikan sebagai

Q,=1ImQ, (32.13)

Sehingga fungsi Lagrange menjadi.

L=3 3 (@ -k Qo).
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Semua pembahasan yang telah diberikan di atas hanya berubah
sedikit saja jika dalam menyelesaikan persmaan karakteristik mengandung
sejumlah akar ganda (berharga sama). Bentuk umum persamaan gerak
dari pers. [23.9] dan [23.10] akan tetap sama (tetap mengandung s
persamaan), hanya terdapat perbedaan bahwa koefisien A =~ yang
mengandung sejumlah frekuensi tidak lagi merupakan determinan
berderajat s — | seperti dinyatakan pada pers. [23.8]; hal yang sama
hanya diketahui sama-sama harga nol”.

Setiap penggandaan (atau basanya disebut sebagai degenerasi)
frekuensi sesuai dengan sekian banyak koordinat normal, sebanyak
derajat degenerasi yang terdapat; pemilihan koordinat normal (dengan
frekuensi @, yang sama) tidak akan terlihat jelas karena pada energi
kinetik dan potensial dinyatakan sebagai jumlah dari £0° ZQ° dan
,yang ditransformasikan dengan cara yang sama sehingga dapat
dilakukan transformasi linier sembarang dari penjumlahan invarian.

Koordinat normal untuk getaran tiga dimensi satu titik masa yang
terdapat di dalam medan luar dapat diberikan dengan cara sederhana.
Jika titik nol sistem koordinat kartesian dianggap terletak pada energi
potensial minimum U (x, y, z ), energi kinetik dapat dinyatakan dalam
bentuk masing-masing tuntunan koordinat terhadap waktu kuadrat
sebagai berikut

T =—(*+3% 2%

w| 3

(m adalah massa partikel) yang tidak bergantung pada pemilihan arah
sistem koordinat. Diperlukan energi potensial dengan merotasikan
koordinat pada bentuk diagonal sehingga diperoleh

m. . |
s Tl -2 22 2 : ;s
o= (#° +y° 4 2%) - 5(1-': r* 4 kay? + k3 2?). (23.14)

dan getaran sepanjang sumbu x,y, dan z adalah getaran utama dengan
frekuensi sama dengan

9)  Bahwa pada penyelesaian umum tidak boleh terdapat suku, selain mengandung Ffaktor
eksponensial yang mengandung pangkat waktu, berlandaskan pada dasar pemikiran fisis yang
sama, akan muncul frekuensi kompleks. adanya suku yang demikian akan bertentangan
dengan hukum kekekalan energi.
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kl A"J f{.‘a—.
= ) G, = T Wy = -
m m e

Untuk kasus medan sentral simetri (k= k, =k, = kU = kr=/2) frekuensi
akan mempunyai harga yang sama.

Penggunaan koordinat normal untuk sistem getaran dipaksakan
dengan beberapa derajat kebebasan dengan dasar getaran satu dimensi.
Untuk kasus gaya yang berubah-ubah dalam sistem, fungsi Lagrange
dapat ditulis dalam bentuk

I = L, + Z Fi(t) 74, (
k

({v]
wd
p—
[\ 4§

dengan L, adalah fungsi Lagrange untuk getaran bebas (harmonik). Jika
koordinat x, dinyatakan dalam koordinat normal, akan diperoleh

1 i
L=3 Y (@-Q)+> Fult)Q., (23.15)

dengan memisalkan

Aa,.
- ¥ A0 22
ma
Sesuai dengan pernyataan di atas, diperoleh persamaan gerak sebagai
berikut
Qo+ i Qa = fult) (23.17)

dengan masing-masing mengandung fungsi Q yang belum diketahui.

Contoh 47: Hitung getaran suatu sistem dengan dua derajat kebebasan
jika fungsi Lagrange dinyatakan sebagai

| W g
= = (#¥+3°) - 2 (2 + ) +ary

(R
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(sama dengan dua sistem getaran | dimensi dengan frekuensi eigen
® , yang berhubungan dengan interaksi yang dinyatakan dengan faktor
- xy)

Penyelesaian

Ftwiz=ay, jrwy=

Substitusikan ke pers. [23.6] akan didapat

o .
Az (Wi -w?) = aAd,, Ay (@l =w?) = a4,
Persamaan karakteristik adalah (w?, — w?)* = a’, dengan akar-akar
persamaan
, 3 ; s
L&l=wo_ﬂ w':-:u;o“l“'ﬂ.

Untuk @, = o, dari persamaan di atas menghasilkan A Ay dan untuk
o, =w A =A =-A_A. Dengan demikian, diperoleh

(Q1+Q " “‘i‘;; (Q— Q)

t\.hl aa

(koefisien 1/ V2 sesuai dengan faktor normalisasi untuk koordinat
normal yvang dijelaskan di atas)

Untuk o<< o (kopling lemah) di dapat

2 Y 2 (y

2\44'0 . 24.‘@ )

Perubahan dari x dan y dalam hal ini mengandung pengertian getaran
ganda dengan frekuensi masing-masing hanya mempunyai perbedaan
yang kecil, yaitu getaran mempunyai karakter termodulasi (mengambang)
dengan frekuensi modulasi ® -®, = a/o@ (lihat §6.2).

Untuk kasus ini amplitudo koordinat y mempunyai harga minimum jika
amplitudo x berharga maksimum, demikian pula sebaliknya.
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Contoh 48: Hitung getaran kecil untuk bandul ganda yang bergetar
pada bidang datari(lihat gbr. [1], § 14). |
Penyelesaian: Getaran kecil (j,'<</, j, <<} pada contoh 1 mempunyai
fungsi Lagrange sebagai berikut

my+ms , Lo Mt ma 2
L= ._1_5__[ A +— ,,592 +rngl {3 tpz—ngll%
Mo
—-7-('12@..

Maka persamaan gerak adalah
(my+ma) L@t malyy+ (my —ma)gp = 0

chvi+hgatge, = 0.

Dengan mensubstitusikan ke pers. [23.6] diperoleh .

A (ml -+ mg.) (g — [l Ly‘z) - .‘12&4‘2 ma by = 0

Ay Ay (g — Lhe?) = 0.
Akar dari persamaan karakteristik didapat:

g

2”’11 l; tg

++/(my +m2){(my + m2) () + )2 — ln:zl L !2]} .

{(my + ma) (L + 1)

&y 9

Untuk m, —> oo frekuensi masing-masing getaran menjadi sama dengan
\/g/l dan \'g/lz, yvang merupakan frekuensi getaran yang saling tidak
bergantung pada satu sama lain untuk bandung ganda.

Contoh 49: Tentukan lintasan sebuah partikel yang bergerak di dalam
medan sentral dengan energi potensial U = kr? (energi potensial osilator
ruangl. i

|
|
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Penyelesaian: Gerak partikel berlangsung seperti halnya di dalam
medan sentral. yaitu lintasannya berada pada bidang datar, misalnya
dipilih pada bidang x - v. Setiap perubahan koordinat x dan vy akan
ilnenggamba[kan getaran kecil dengan frekuensi bersama omega =
k/m

r = u cos{wi + a), y = bcos(wt+3)

atau
r =acosy, y=0bcos(pt+éd)=cos § cos x—bsin §sin varphi.

dengan ¢ = wr+@ maka 3 = B-o. Jika cos @ dan sin @ di’tentukan
dan dibentuk menjadi penjumlahan kuadratnya, diperoleh persamaan
lintasan sebagai berikut =

Persamaan di atas t merupakan persamaan elips dengan titik tengahnya
berada pada titik acuan (titik nol}'®. Untuk § = O atan © lintasan akan
mengalami degenerasi, masing-masing menjadi berbentuk garis [urus.

24  Getaran pada Molekul

Persoalan berhubungan dengan sistem partikél, yang satu sama
lain saling berinteraksi. Akan tetapi, sistem tidak terdapat di dalam
medan luar maka tidak semua derajat kebebasan mempunyai karakter
getaran. Contoh terbaik dari sistem demikian adalah molekul. Selain
bergerak, atom-atom di dalam molekul juga mengalami getaran,
sehingga molekul menggambarkan gerak translasi dan rotasi sekaligus

Tiap gerak translasi, demikian pula rotasi suatu atom, berhubungan
dengan tiga derajat kebebasan sehingga untuk satu molekul yang terdiri

!

10) Kenyataan bahwa gerak di dalam medan energi potensial U = kr’/2akan berlangsung pada
lintasan tertutup telah dikemukakan pada pembahasan tentang medan sentral (*4.4):.
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dari n atom akan ‘terdapat 3n derajat kebebasan. Dengan demikian,
untuk keseluruhan ‘molekul ini hanya akan terdapat 3s Le getaran.
Suatu pengecualian. untuk hal ini berlaku untuk molekul Hengan atom-
atom saling tersusun, membentuk garis lurus. ‘Oleh karena itu, tidak
ada artinya untuk mempersoalkan terjadinya rotasi sepanjang garis lurus
tersebut sehingga untuk sistem molekul demlklan hanya terdapat
3n — 5 getaran. . .. ) . .

Untuk menyelesaikan perscalan mekanis pe':ntincr ‘mengetahui derajat
kebebasan gerak translasx dan rota51 sistem tersebut, sebelum ‘mencoba
menyelesalkannya '

Untuk mengeleminasi gerak translasi, momentum total dapat dibuat
menjadi nol. Kondisi ini akan terpenuhi jika gerak sistem dipandang
dari tittk pusat massa molekul yang berada dalam keadaan diam, atau
dengan perkataan lain ketiga koordinat masing-masing étom adalah
konstan. Jika dimisalkan koordinat dinyatakan dalam r - r + n
(dengan r_ adalah vektor jari-jari dari titik kesetimbangan yang tetap
dari atom ke a Syarat ' )

E mq 7, = konstanta = E My r,m

dinyatakan sebagai

N

D maug = 0. . C(24.1)
- !

Untuk mengeliminasi gerak rotasi molekul maka momentum putar total
harus dibuat sama dengan nol. Momentum putar pada umumnya bukan
merupakan turunan total terhadap waktu dari salah satu fungsi koordinat
molekul sehingga dengan membuat. momentum putar menjadi nol akan
berpengaruh terhadap koordinat yang bersangkutan. Justru untuk getaran
kecil terdapat pengecualian. Jika koordinat dimisalkan sama dengan r,
— r,, + n _dan turunan kedua dari besaran, yang berharga kecil n,

an

diabaikan, momentum -pusat molekul dapat dinyatakan sebagai

le[ = Z Mg ["lu 'Uu] = >_-’ 5 g [rﬂo u"]-

@ a
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Syarat momentum putar sama dengan nol dapat ditulis sebagai berikut

M = Z mg [raus] = 0. - ' . (24,2

a

3V

(koordinat titik awal dalam hal ini dapat dipilih secara’sembarang).
" Getaran normal suatu moleku! dapat diklasifikasikan dari macam
gerak masing-masing atom yang berhubungan dengan distribusi simeteri
dari atom di-dalam molekul (pada keadaan setimbang). Untuk ini
terdapat metode umum yang menggunakan teori grup; teori ini dibahas
dalam berbagai buku pegangan tentang molekul. Pada pembahasan ini
hanya dilihat beberapa contoh elementer. _ )
Jika n atom suatu molekul terletak pada bidang datar, getaran normal
molekul ini dapat dibedakan antara getaran di mana atom terletak di
dalam bidang dan getaran di mana atom-atom meninggalkan bidang
yang bersangkutan. Untuk kedua macam getaran tersebut mudah
ditentukan berapa jumlah derajat kebasaan. Untuk kasus di mana atom-
atom bergethr pada bidang terdapat 2n derajat kebebasan,sedangkan
lainnya mempunyai 2 rotasi dan | rotasi. Jumlah’ getaran normal untuk
atom—atom terletak pada bidang datar bidang datar adalah 2n-3,
sedangkan lainnya 3n — 6) — (2n - 3} = n - 3 derajat kebebasan
getaran di mana atom meninggalkan bidang datar.

Untuk kasus molekul linier, macam getaran dapat dibedakan berdasarkan
getaran sepanjang garis yang dibentuk atom-atom dan getaran di mana
atom-atom meninggalkan garis lurus. Untuk jenis getaran pertama,
misalnya terdapat n derajat kebebasan,m getaran hanya berhubungan
dengan tranlas, maka jumlah getaran di mana atom-atom tetap berada
pada garis lurus menjadi n — 1. Oleh karena itu, jumlah seluruh derajat
kebebasan getaran untuk molekul linier adalah 3n — 5, jumiah getaran
di mana atom meninggalkan garis lurus adalah (3n —5) = (n - 1) =
In - 4. Pada getaran seperti ini hanya terdapat n — 2 dua macam
frekuensi yang berbeda karena setiap gerakan hanya dapat direalisir
dengan dua cara yang berbeda, yaitu getaran yang terdapat pada bidang
yang saling tegak lurus ‘satu sama lain (yang digambarkan melalui
sumbu molekul) dan berdasarkan pengertian simetri diketahui pula
bahwa setiap pasang getaran normal ini mempunyai frekuensi yang
sama.
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Contoh-contoh' . "o

I
Contoh 51: Tentukan frekuensi getaran suatu molekul simetri triatomik
linier ABA (gbr.[28]. Dianggap bahwa energi potensial molekul hanya
bergantung pada jarak A — B dan B — A dan sudut ABA.

> )«

3
O
A

2
A4
B
y  Qo—rn0 o)

b) <« —O

I:'> &
9 O & O
' J} ' L o<z

Gambar 28

Penyelesaian: Pergeseran linierdarimasing-masing atom adalah x1 , x2,
dan x3 berdasarkan pers. [24.1] masing-masing mempunyai hubungan
sebagai berikut

malry +am)+=mgay = 0.
Dengan mengeliminasi x, diperoleh fungsi Lagrange gerak | dimensi
dari molekul

m .9 . mg . b 7, . 2
L= —21 (] + 23) + -3—”: - —zi (1 — r2) o+ (rz = 22},

1) Perhitungan getaran untuk molekul lebih kompleks dapat ditemui pada "buku M. W,
Volkensten, M. A.Jeljaschewitsch dan B.1. Stephanov: Getaran molekul. Percetakan Negara
untuk linetratur Teknik, 1949. G. Herzberg: Spekium Getarun dan Rotasi molekul Poliaromik,

Percetakan Literatur Asing 1949.

: 1
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- dengan menggunakan koordinat baru yang didefinisikan sebagai
Qu = (nt+13). Q= (a1 ~13)

diperoleh fungsi Lagrange dalam koordinat yang baru sebagai beriku

A-‘|

TQS'

map oy iy p

L= —=Q;+ — Q7 —
1-?}!.1} 2" Q 1: )

23 -
(4 = 2m, + m, + m, adalah massa molekul). Dari fungsi Lagrange
. terakhir dapat terlihat bahwa @ dan Q -merupakan koordinat normal
(jika dilakukan normalisasi Koordinat). Koordinat Qa sesuai dengan
koordinat titik tengah molekul dari getaran antisimetri molekul (x, =
x,; gbr.[28a]) dengan frekuensi sebesar -

)
Wy = ,
mymg

.sedangkan koordinat @ merupakan koordinat dari getaran simetri
molekul (x= x;; gbr. [28b]), -bergetar dengan frekuensi sebesar

Pergeseran transversal y, y,, dan y, dari atom-atom molekul diperoleh
hubungan pada pers. [24.1] dan [24.2] sebagai berikut

ma(n +ys)+mpys = 0. o=y

(getaran simetri teregang gbr. [28c]. Energi potensial dari regangan
molekul mempunyai bentuk seperti k,28%2, dengan & - merupakan
deviasi sudut ABA dari harga ®© yang mempunyai hubungan dengan
pergeseran sebagai berikut

1 . :
§ = 7lln ~v2) + (33— w2},
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Jika semua pergeseral'n transversal y, y,v, dinyatakan dalarh 3, fungsi
Lagrange untuk getaran transversal adalah b

3

Ma 0 .2 mg .. k0 N U L
L=+ + il - =60 = 2B pge 2o
2 : 2 ) e 2

dan diketahui pula frekuensi 'getaran

. [ 2k
Wya = ..
Mgy

Gambar 29:

Contoh 52: Pertanyaan yzing sama untuk molekul ABA yang men-ibentuk
getaran segitiga (gbr. [29]). )

Penye-lesaian: Berdasarkan pers. (24.1] dan [24.?] terdapat hubungan
koordinat pada arah X dan Y dari vektor pergeseran u sebagai berikut

L

.4y (Il +r3)+mgry = 0,
m. (!]1 + .fls) +mgy = 0,

sin a(‘b’l —ys)—cosa(r +z3) = 0.
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Perubahan &/, dan &l,jarak antara atom A - B dan B - A diberikan
* melalui proyek51 vektor-vektor v, — v, dan v, =~ v, pada arah garis

AB dan BA
= (X, - X,) sin & + (y, - y:,)lcos o

<8, = ~(x, = x,) sin & + (¥, — y,) cos o

Perubahan sudut ABA diberikan melalui proyeksi vektor yang sama

pada arah tegak lurus AB dan BA

1 . -'. o .
§1 = —[(—23) cos a—(ys —pa) sin & -

[
1 .
+-I— [—(i£3 — x2) cos a — (y3 — y2) sin a].
" Dengan demikian fungsi Lag’range molekul hc;iapat ditulis menjadi
) m,{ ¢ .o L .Il\, l
L= 2= (i? + i )+—_u, —7‘(51 + 612 )-2—5
Dalam koordi:nat baru
@ = 21+ 33, \q.sl =Ty —Iae 7 Qs = 3ty
yaitu sebagai vektor n
1 ' . ny
o= 5(Qa+ ), w3 =3(Qa=1a) 2= -—0C,
2 S . _ < mp,
1. _ I . ’ m .y
yi == s e+ Qe col @)y = 3 (g2 — Qa C0t @) y2 = —=—gq
2 - : .- mpg

sehingga fﬁngsi Lagrange dalam koordinat baru menjadi

. My -'?_m,; m4 2, MAl .o
mg

4 mp aln as
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A.l ..m_l LN ?m_.{- A A rlec s s
-Q = -——+-,‘, 2 A+ —sin"a :
-L mg sin‘a /- .._rmg. o TS A

.
'

- LY
—q (!.l sin? @+ 7A; cos’ a) — ¢3, Ll (At sm a—i— )Av cos® o)

= .

+q31 ‘I’? ()L" — k) sin a cos . b o .
3 1 2 ! ! !
! , 2
O——O0——0

Gambar'30: e
Koordinat O merupakan koordinat,-g'etaran normal déng_z'm: frekuensi
.y v
W=y 1+ sin” o ;
. mpg. . R -

|

yang antisimetri terhadap Y (x, = x 2+ Y, = —y3 v iihat gblr [29a])

Dua koordinat. g,,dan q ,merupakan dua koordmat getaran SImetn
terhadap sumbu ¥ (x; = —x,; Y =Yy lihat gbr. [29b] dan’ [29¢]), dengan '
frekuensi getaran masmg-masmg o, dan @, yaitu sebagm akar-akar *
dari persamaan kuadrat o yang dlperoleh dari persamaan karakteristik

a_ 2|k Im,y ., 2/ 3 : E T ..
T {_- (1 + sinfa ) 4 22 [y 0 e
L r.n.“ N mB A & ?I?.'- L ‘TN.B' !/l . -1

" .
= {. . . . .
. : R B DA P

Un-mk sa‘= n,-‘-:f;felit_‘_iensi akan sama dengan contoh-51.| '

¥ taa

Contoh 53:: Pertanyaan yang sama untuk molekul lmler udak 51metn :
ABC (gbr[30])'

.}‘:
!
|



Penyelesaian - - . '

Simpar}gan horizontal (x) dan ~vertikal (¥) dari atom-atom di dz;la}n
molekul diberikan sebagai berikut

My Iy +m31‘2+mc-1'3 = -O,
. Moy +mpys +meys. = 0,
ma 1.’}1 = Mg [2 3.

Energi potensial dari'merégang dan kompresi diberikan dalam bentuk

’”1 5 (60)° +—(5z) ’”i'

1

-a

(2{=11). Analog dengan perhitungan 'pada contoh 51 memberikan hasil
sebagai berikut . '
' W2 = ky 2 12 . &5 N 442
t B \me o my mg

sebagai frekuensi getaran transversal dan diperoleh pula persamaan ®
kuadrat dalam bentuk

\ Il oy K
u'l'l_._.w' ’:kl (L.{_L)_'.L’ ( +—)}+ _&.—AL}:]_: O
4 mg /g ”!B me mympg me: .

untuk mencari frekuensi getaran longitudinal @, dan w,.

25. Getaran Teredam

Pembicaraan di atas dianggap bahwa getaran benda di dalam
ruang tanpa dipengaruhi oleh medium yang mengisi ruang atau
pengaruhnya diabaikan sama sekali. Di dalam kenyataanya medium
yang mengisi ruang akan‘memberikan pengarih'gaya yang berlawanan -
dengan arah gerak, yaitu sebagai tahanan atau wiederstand atau gaya
gesek, yang cenderung memperlambatkan gerak benda. Energi dari
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benda yang mengalami gerak karena pengaruh gaya akhirnya akan
berubah menjadi panas; energi demikian disebut mengalami’ dissipasi.
Gerak dalam pengaruh gaya seperti ini tidak lagi dapat dianggap sebagai
peristiwa gerak mekanis murni dan pengamatan sistem seperti ini
memerlukan pengamatan tentang gerak medium, maupun di dalam
benda itu sendiri. Sebagai contoh tidak lagi dapat dipandang dengan
pasti bahwa percepatan svatu benda yang bergerak, dalam interval
waktu tertentu, tidak lagi hanya bergantung pada koordinat dan
kecepatan geraknya; hal ini berarti bahwa persamaan gerak dalam
pengertian mekanis, yang hanya dipunyai oleh sistem mekanis, tidak
lagi dapat dibenarkan keberadaannya (eksistensi). Dengan demikian,
gerak benda di dalam medium tidak lagi dapat dlpandang sebagai gerak
sistem mekanis. ' .

Akan tetapi, terdapat beberapa katagori dari persitiwa seperti di atas,
yang dengan cara pendekatan dapat diselesaikan dengan pendekatan
mekanis, yaitu dengan menambah suku tambahan pada persamaan
geraknya. Kasus yang termasuk katagori ini, misalnya getaran dengan
frekuensi kecil dibanding dengan frekuensi yang menjadi karakteristika
medium “dalam proses dissipasi energi. Dengan terpenuhinya syarat
demikian, dapat diandaikan bahwa benda mengalami gaya gesek, yang
untuk medium homogen, hanya bergantung pada kecepatan gerak
benda.

Jika dalam peristiwa tersebut kecepatan cukup kecil, gaya gesek dapat
dinyatakan dalam deret kecepatan benda yang bersangkutan. Suku orde
pertama dari deret adalah sama dengan nol. Dalam hal ini, berarti
bahwa pada benda yang diam tidak terdapat gaya gesek dan suku kedua
deret tidak sama dengan nol sebanding dengan kecepatan gerak. Maka
gaya gesek f yang bekerja pada benda dalam getaran satu dimensi dapat
ditulis dalam koordinat diperumum x sebagai berikut

dengan o adalah suatu koefisien; tanda minus pada persamaan di atas
menujukkan bahwa arah gaya berlawanan dengan arah kecepatan benda
Jika gaya tersebut dibubuhkan pada ruas kanan persamaan gerak;
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pers. [21.4} dapat ditulis kembali menjadi

mi=—-kr—al _ (23.1

k w . oo : . '
. — =2\ L ('.7_5.'2)
m m .

Dengan ®_adalah frekuensi dari sistem yang mengalami getaran tanp:
pengaruh gaya gesek. Besaran A disebut sebagai faktor redaman. -

Dengan menggantikan semua besaran yang mengandung &, m
dan o dengan @ dan A maka persamaan gerak getaran yang mengalam
redaman dapat ditulis dalam bentuk

3 - .
23.3)

P+ +wie =0 (25.3)

Berdasarkan aturan umum untuk menyelesaikan persamaan diferensia
dengan koefisien sebagai konstanta dapat dicari dengan mensubstitusikar
x = ¢" dapat diperoleh persamaan karakteristik dalam r sebagai beriku

22w’ =0,
dengan akar-akar dari r adalah
ra = s \/m
Penyelesaian umum pers. [25.3] -diperoleh
z =Mt e

Dalam hal ini terdapat dua hal yang berbeda.

Untuk A < o, akan diperoleh dua harga akar r kompleks konygasinya.
Untuk kasus ini penyelesaian umum persamaan diferensial menjadi
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dengan A konstantaukompleks sembarang, atau jika solusi Lers [25.3]
ditulis dalam bentuk ekuivalen |
r = a c_-'t cos (u.'_l"+ n), w == Vi — ,1\"', ("2")4)
dengan a dan « adalah konstanta real. Gerak benda atau getaran yang
digambarkan dengan solusi di atas disebut sebagai getaran teredam.
Getaran serupa ini dapat dipandang sebagai getaran harmonis yang
mengalami redakan amplitudo secara eksponensial. Kecepatan penurunan
amplitudo ditentukan oleh eksponen dari A, "frekuensi"® dari getaran
ini adalah lebih kecil dari frekuensi gétaran harmonis @, yaitu getaran
tanpa gaya gesek; untuk kasus ), <<®_ perbedaan harga antara ®_ dan
o merupakan turunan orde kedua. Suatu pengecilan frekuensi gesekan
tidak dapat diramalkan karena gesekan merintangi gerak.

Untuk A << o amplitudo getaran untuk satu periode getaran 2m/w
mengalami perubahan yang amat kecil, tidak dapat diamati. Dalam hal
ini terdapat suatu pengertian untuk mengamati perubahan kuadrat
koordinat dan kuadrat kecepatan rata-rata dalam (dibagi) satu periode
dan faktor redaman e dapat diabaikan. Kuadrat koordinat dan
kecepatan rata-rata adalah sebanding dengan ¢!, Berarti, bahwa energi
rata-rata sistemn juga akan menurun sesuai dengan penurunan kuadrat
koordinat rata-ratanya, yaitu:

'E = Eo c-—‘!.\f.! . ("'.-',.-

-
ot
Wt
~—

dengan E_adalah energi awal dari sistem.

Dianggap bahwa } > w, . Maka kedua akar persamaan karakteristik
r mempunyai harga real dan negatif. Solusi umum untuk kasus ini
adalah:

z =g e VY %"+c em M VAR, (25.6)

Terlihat bahwa dalam kasus ini, muncul redamkan yang sangat besar
dan gerak terdapat penurunan gerak dengan penurunan Ixl, yaitu secara
terjadi penurunan x secara asimtotik (pada r —>e) mendekati keadaan
seimbang tanpa mengalami getaran sama sekali. Gerak seperti ini
sebagai gerak aperiodik.
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Untuk kasus khusus ), = ®, maka akar persamaan karakteristik akan
mempunyai dua akar yang sama, yaitu i = —). -Solusi umum untuk
kasus ini adalah:

r= (e +eat)e ™M . (25.7)

Kasus ini merupakan kasus dari gerak aperiodik. Gerak tidak lagi
mempunyai karakter getaran.

Untuk suatu sistem dengan derajat kebebasan yang besar maka ‘gaya
gesek diperumum yang sesvai dengan koordinat diperumum x,, dinyatakan
dalam kecepatan diperumum sebagai berikut:

= — E (:r;k.i‘;. (2‘3
k

Berdasarkan pemikiran mekanis murni tidak dapat diramalkan lebih
lanjut tentang sifat simetri dari koefisien o, berhubugan dengan indeks
i dan k. Dengan metode fisika statistik dapat ditunjukkan bahwa selalu
berlaku simetri:

[

)

i = Ofg. , (2-)9)

Dengan demikian rumusan peda pers. [325.8} dapat ditulis dalam
bentuk turunan sebagai berikut: '

oF =
fin = ~ % : (25.10}

dart bentuk kuadrat

S| =

1S aak ¥25.11)
: |

yang disebut sebagai fungsi dissipasi.

Gaya yang dinyatakan pada pers.[25. 10] harus ditambahkan pada
ruas kanan pesamaan Lagrange:

A A e
—_— ] — = e—— ———, L .12
e (r)r) Br: O (25.12)
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Fungsi dissipast sendiri mempunyai arti fisis pentmg fungsi ini
menentukan intensitas dissipasi dari energi sistem. Untuk | itu mudah
ditunjukkan, yaitu dengan menurunkan energi’ mekanis 51stem terhadap

waktu '
dE _ d . oL d oL Il
T '1?(2)—*) =2 (m_“)—)

Dalam hal ini F adalah fungsi kuadrat dari kecepatan maka berdasarkan
persamaan Euler untuk suatu fungsi homogen jumlah suku pada ruas
kanan persamaan di atas adalah sama dengan 2F sehingga

de -

EWA . . ;):-
= 2 _ (..')..l3)

berarti bahwa perubahan energi terhadap waktu (kecepitan energi)
adalah sama dengan dua kali fungsi dissipasi. Karena peristiwa
dissipasi selalu diikuti dengan penurunan harga energi, haruslah selalu
F > 0, yaitu bahwa bentuk kuadrat pada pers. [25.11] adalah selalu
positif.

Persamaan. gerak untuk getaran kecil dengan adanya gesekan
diberikan dengan menambahkan gaya-gaya dari pers. [25.8] pada ruas
kanan pers. [25.5], atau

E mig &+ Z kiray = — Z o g . : (25.14)
% % y -

Jika disubstitusikan

r=Ae!

pada persamaan di atas, akan diperoleh persamaan alJabarlbtasa dalam
r sebagai berikut

S (ner® + oinr + i) = 0. (25.15)
k

h Y

L
H
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Dengan menggunakan determinan dari sistem ini akan diperoleh
persamaan karakterlstlk yang -menentukan harga ¥, yaltu

[mier + cipr +A‘;_| = 0. (25.16)

Dari determinan di atas akan diperoleh persamaan berpangkat 2s dari
r. Pada umumnya koefisien persamaan ini adalah real, sedangkan akar
persamaannya dapat berharga real atan sebagian konyugat kompieks.
Dalam hal ini akar-akar real harus berharga negatif dan akar kompoleksnya
haruslah mempunyai harga bagian real negatif. Seandainya tidak
demikian koordinat, kecepatan, ‘dan energi akan bertambah secara
eksponensial, sementara terdapat gaya-gaya dissipatif yang akan
menyebabkan menurunan harga energi sistemn.

26. Getaran Dipaksakan dengan Gaya Gesek

Analisa getaran dipaksakan dengan adanya gesekan dapat dipandang
analog dengan getaran tanpa gesekan (lihat § 6.2). Dalam pembahasan
ini akan dibicarakan suatu kasus menarik dengan adanya gaya luar
periodik.

Jika pada ruas kanan pers. [25.1] ciitambahkan gaya luar f cos y dan
dibagi dengan m, diperoleh persamaan gerak sebag,ai berikut

T2 \E+uwlr = 4. cos . - (26.1)
m 1
Penyelesatan persamaan ini biasanya diperoleh dalam bentuk
variabel kompleks, karenanya ‘suku cos ¥ pada ruas kanan diganti
dengan e™
T2\ 4 i iy
' fm
~Deng'ar_1 mengandaikan penyelesaian partikular sama dengan
X = B maka diperoleh

S . .
I = . —— ) S
mw? — 42 400 ) > )
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Jika B dinyatakan dalam be'® , b dan & didapat

f . 2y
= : = tan 6 = >
m\/(wg —A7)2 4 1 A242 7w

b (26.3)

O b

Dengan memisahkan bagian real dari Be= Be®, yang memberikan
hasil penyelesaian partikiuar pers. [26.1] dan penyelesaian umum dari
persamaan diferensial homogen (yang lebih jelas dinyatakan untuk
kasus @ > %), didapat

z = ae™ cos (wt + ) + b cos (*;lt + §). - {264)

Suku pertama pada pers. [26.4] akan menurun secara eksponensial
terhawap waktu schingga untuk interval waktu yang sangat panjang,

solusi hanya tinggal

xo= bcos{yl + 8. (26.5}

Pernyataan pada pers. [26.3] untuk amplitudo b dari getaran
dipaksakan, dengan frekuensi w_ mendekatai g akan bertambah, tetapi
tidak akan mencapi harga tak berhingga, seperti yang terjadi pada
peristiwa resonansi getaran tanpa gesékan. Dengan amplitudo gaya (f)
diketahui, amplitudo getaran akan mencapai harga maksimum untuk
frekuensi g = Vo? — 22, untuk X 3> ®, perbedaan keduanya (w, dan
g) akan sangat kecil, yaitu mendekati sama dengan turunan keduanya.

Sefanjutnya pandang daerah di dekat frekuensi resonansi, anggép
bahwa g = w_+ €, dengan e mempunyai harga sangat kecil dan
andaikan pula bahwa Y < ®_. Maka secara pendekatan pers.[26.2]
dapat ditulis kembali dalam bentuk

Pow? = (T we)(y—wo) = 2was,  2iAy = 2ildu,,

sehingga

B = f (26.6)

2m(z =i N w
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atau

b = f tan § =

2mw,(Ve? + A7)’

Diketahui dari bentuk karakteristik ketergantungan perbedaan
fase & antara getaran dan gaya luar dari frekuensi gaya 7.8 tetap
berharga negatif, berartj bahwa getaran mengalami "perlambatan"
dibandingkan dengan ggya luar. Pada peristiwa yang cukup jauh dari
daerah resonansi harga & akan menuju nol pada posisi Y < ® , sedangkan
pada posisi Y > @, harganya bertambah menjadi —n. Perubahan & dari
0 hingga —m terdapat hanya dalam daerah frekuensi yang sempit (lebar
daerah ini adalah ~ ) di sekitar ® . Dalam hubungan ini patut ditandai
bahwa dengan adanya gesekan perubahan fase dari getaran dipaksakan
dengan harga T terjadi secara tiba-tiba untuk Y = ®, (suku kedua pada
pers. [22.4] tandanya mengalami perubahan) dengan mengamati adanya
gesekan akan memperhalus loncatan tersebut:

: (26.7)

M | S

Dalam keadaan dipaksakan (pers. [26.5] ) energi suatu sistem
yang mengalami getaran dipaksakan akan tetap, tidak mengalami
perubahan. Sistem juga mengabsorpsi energi tanpa mengalami pemutusan
(mengabsorbsi energi secara kontinu dari gaya luar) karena .adanya
gesekan energi tersebut akan mengalami dissipasi. Apabila jumlah
energi rata-rata per satuan waktu sebagai fungsi dari frekuensi gaya
luar yang diabsorpsi disimbolkan dengan /(g), berdasarkan pers.,
[25.13] diperoleh.

I(y) = 2F,

dengan F adalah harga rata-rata dari fungsi dissipasi (perata-rataan
fungsi ini terhadap periode). Untuk gerak satu dimensi, berdasarkan
pers. [25.11] fungsi dissipasi adalah F a x¥2 = ¢ mx’ Dengan
mensubstitusikan fungsi ini ke pers. [26.5]. didapat

F = dmb 4% sin’(5t + 8).

Kuadrat rata-rata terhadap waktu dari fungsi sinus sama dengan 1/2,
sehingga berlaku
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I(7) = \mb* % |, (26.8)
Jika amplitudo getaran yang dinyatakan pada pers. [26.7] disubstitusikan,
pada daerah di dekat resonansi diperoleh hubungan, sebagai berikut

I-' A e
g) = . 26.Y
Ie) = T A (26:)

Suatu peristiwa absorpsi yaﬂg bergantung pada frékuensi demikian
disebut sebagai peristiwa dispersi. Harga lgl di mana besaran [ (g)

[/1K0)

Gg_tmbar 3

mempunyai harga 1/2 dari harga maksimumnya pada € = 0 disebut
sebagai lebar setengah (FWHM) = frequency width half maximum) dari
kurva resonansi (lihat gbr. [31]. Dari pers. [26.9] dengan jelas dapat
dilihat bahwa lebar kurva untuk kasus yang dipandang sama dengan
konstanta redaman A. Tinggi kurva maksimum adalah

f2

+m /\.

~—

1(0) =

i
i

berbanding terbalik terhadap ). Berarti bahwa dengan mengecil harga
konstanta redaman ), maka kurva resonansi menjadi lebih tinggi dan
semakin sempit, dengan-perkataan lain harga maksimumnya menjadi
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lebih "tajam". Dalam hal ini luas kurva resonansi tetap tidak berubah,
yaitu :

i '71(7)({-‘. = 7 I(2)d=.

Dengan membesarnya harga l¢l, maka harga / (g) akan cepat menurun,
sehingga daerah untuk harga lel yang besar menjadi samar, batas bawah
integrasi I(e) pada pers. (26.9) dapat diubah menjadi —ee.

Dengan demikian, berlaku

T 2 dz 7 f?
/ I(e)de = 1 f S T ! (26.10)

4m’

Contoh 54:Tentukan getaran dipaksakan dengan adanya gesekan dalam
pengaruh gaya luar f = f, %t cos ~t.

Penyelesaian: Solusi persamaan gerak dalam bentuk komplek adalah

5+n¢+mx==%é““

dan pisahkan bagian real persamaan di atas. Sebagai hasilnya didapat
persamaan untuk getaran dipaksakan
z = be™ cos(t -+ 9)

dengan
b '
m /(w2 + o — 7% + 20})7 + 473 (e £:4)°

b =

dan

tan 6 = — .
w? +a? =524 20
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27. Resonansi I"arametris,

Selain getaralln yang telah dibahas seb-elumnya! te'rdap:at pula
sistem getaran yang tidak tertutup, yaitu getaran yang berada dalam
pengaruh luar yang mengandung parameter .yang berubah terhadap
waktu".

Parameter sistem gerak satu dimensi adalah koefisien m dan %
pada fungsi Lagrange pers. [21.3]; jika paramater tersebut bergantung
pada waktu, persamaan gerak sistem menjadi: -

d .
“(mi)+kz = 0. (27.1)
dt
Dengan mengandaikan suatu besaran yang tidak berubah lain, ya:tu t,
selain ¢ melalui persamaan dt = dt/dm (t), didapat
i
-(—lt_2 +mkz = (.

Persamaan ini tidak mempunyai batasan bentuk umum sehingga
persaman gerak dapat dianggap mempunyai bentuk, seperti
A2z

- +w(t)z =0, , (27.2)

d1?

yang pada pers. [27.1] diberikan m = Konstanta.

Fungsi w(#) diberikan dari kondisi yang ada; misalnya fungsi int
+ sebagai periodik dengan frekuensi y (dan periode T = 2m/g), berarti

o +T)=w (.

Dengan demikian, pers. (27.2] adalah invarian terhadap itransformasi
t —> t # T. Demikian pula dengan x () dan x (+ + T) adalah solusi
dari persamaan tersebut. Dengan pérkataan lain x, (r) dan x, (¢) adalah

1)  Sebagai contoh sederhana sistem demikian adalah sebuah bandul dengan titik gantungnya
bergerak secara periodik pada arzh’ vertikal (lihat contoh selanjutnya).
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dua solusi yang berbeda dari pers. [27. 2] sehingga solusi tersebut, linier
terhadap transformasi r—> + T. Dalam hal ini x, dan x, dapat dopilis
sedemikian sehingga dengan menggantikan ¢ menJadl t + T masing-
masing- dlhubungkan dengan faktor konstanta sebagai berikut

ﬁa+T)=ﬂmd& a4+ T) = PAOR

Bentuk palmg umum dari suatu sfungsi yang mempunyat Slfat seperti
ini adalah

_mm;pwﬁm mmutﬂmm, (27.3)

dengan II, (¢) dan II, (1) adalah fungSI periodik yang bergantung pada
waktu secara marni dengan periode T.

Konstanta u, dan p, dalam fungsi ini haruslah mempunyai
hubungan tertentu satu sama lain. Kenyataanya diperoleh melalui
perkalian persamaan

Bt (t)r =0,  ZFa+wi)a, =0
dengan x, dan x dan membaginya menjadi
. N "
T —n&= —(He—242;) =0

dt

atau

I Ig — ¥y T, = konstanta. : (27.4)

2)  Pemilihan x, dan'x, seperti ini adalah ekuivalen dengan operasi diagonalisasi matriks dalam
transformasi linier

zi(t+T) = Z i.‘wik Ze(l).

k

yang merupakan solusi dari persamaan sekular kuadratis. Datam hal ini dlanggap bahwa
masing-masing sofusi persamaan ini adalah berbeda.
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i : . .
Dengan mengubah argumen ¢ sebesar T untuk kasus fungsi x, (f) dan
X, (1) sembarang pada pers. [27.3] akan muncul faktor .. Karenanya
dapat pula d_ibuktil:(an bahwa pers, [27.4] akan dipenuhi I} jika

MM, =1 (27.5)

Kunci selanjutnya dari perkalian konstanta |1,. |1, dapat diperoleh,
jika dipandang bahwa’koefisien-koefisien pada pers. [27.2] merupakan
bilangan real. Jika x (/) merupakan solusi persamaan ini, diketahui pula
bahwa furigsi konyugat kompleks x*(f) juga merupakan persamaan yang
sama. Dengan demikian, maka pasangan konstanta ;.LI, M, dengan
pasangan konstanta W * i, haruslah sama, yaitu dapat ‘berlaku i, =
H,* atau p dan i, berharga real. Untuk kasus pertama, dari pers. [27.5]
diketahui bahwa | = 1/u* atau berarti pula bahwa Iu]i = Iu:zP sehingga
harga u, dan p, adalah sama dengan satu,

Untuk kasus kedua solusi persamaan mdependen dari pers. [25.2] dalam
bentuk

ml(t) = TI0),  z(t) = pTTL(L), (27.6)

dalam hal ini harga j # 1 dan dapat pula berharga positif atau negatif.
Salah satu dari fungsi ini (masing-masing untuk solusi pertama dan
kedua adzi]ah Il > 1 dan Il < 1 ‘akan meningkat secara eksponesial.
Hal ini berarti bahwa sistem dalam keadaan diam (pada posisi
setimban;g x = 0) adalah tidak stabil, cukup jika terdapat simpangan
keci] dari sistem dari keadaan semula, akan menyebabkan kenaikan
yang cepat dari smpangan Penstlwa semacam ini d:sebut sebagai
_ resonansi parametris. '

Dari pensuwa ini_dapat ditilik hal berikut jika x dan X pada keadaan
awal sama dengan nol, maka keduanya akan tetap mempunyal harga.
nol untwk waktu selanjutnya. Hal ini berlawaqan dengan peristiwa
resonansi biasa (lihat § 6.2), pada resonansi biasa tetap terdapat
simpangan yang bergantung pada waktu (sebanding dengan ) walaupun
harga awak keduanya sama dengan nol.

: . }
I . l
o "!
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Apa b‘enyebab penting terjadinya resonansi’ parqmetris.f’

Resonansi parametris ‘terjadi jika harga @’ (f} hanya berbeda
- sedikit dari harga konstanta ®_ dan merupakan fungsi periodik sederhana
dari

w(t)? = wi(l + h cos vt), - (27.7)

dengan harga konstanta i << | (dianggap harga k adalah positif yang
tetap dapat tercapai- dalam pemilihan waktu awal). Seperti yang akan
dilihat nantinya bahwa resonansi parametris akan terjadi dengan kuat
jika frekuensi sebagai fungsi waktu w (¢) sama dengan dua kali harga
frekuensi’ konstanta @, Dengan dasar ini substitusikan )

Y=20 +¢&
.dengan € << @, i

Solusi persamaan gerak menjadi ¥
&+ W[l + b cos(2w, ~+ sjt] z.= 0 (27.8)
diperoleh dalam bentuk . h
= = aft) cos (wo- —}—%) t + b(t) sin (wo + g) t, (27.9)

dengan (f) dan b (r) fungsi yang berubah dengan lamban terhadap
.waktu (bandingkan dengan faktor cosinus dan sinus). Solusi ini tentunya
bukan merupakan penyelesaian eksak. Sesungguhnya pefsamaan tersebut
juga mengandung suku dengan frekuensi yang mempunyai perbedaan
dari (0 +.€/2) hingga kelipatan dari, (w, + €); suku. tersebut akan
mefnpunyai harga keci, dalam orde 4,.dan dengan pendekatan pertama
faktor tersebut dapat diabaikan (lihat contoh 58).

Substitusikan pers. (27.9) ke pers. [27.8] dan untuk pendekatan
pertama perhatikan hanya suku yang mengandung € berpangkat satu.
Dalam hal ini dlanggap ‘bahwa a ~ e dan b ~ €b (kebenaran dari
pengandaian ‘ini dapat dilihat dari hasil perhitungan nantinya) ‘

3)  Persamaan dalam bentuk ini (dalam harga g dan h sembarang) dalam fisika matematika
disebut sebagai persamaan diferensial Mathieus.
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Jika produk tersebut ditulis dalam faktor penjumlahan trigonometri,
misalnya |
s
: € 1 . 3¢
cos (wo + 3) tcos (2w te)t = 5 €08 3w, + > t

- - -

1 1 g
‘F‘E-COS (w°+3) t,

I

dan seterusnya dan dengan alasan yang telah disebutkan di atas, suku
yang mengandung 3 (o + &2) diabaikan, diperoleh

hw,

—-(2&+b5+ 5 b) We SIN (w‘o'f-é)t

. o o hwy €
+ (2b+a: +Ta) e COS (wo,_+ -.-) il_-—- 0

L)

Persamaan ini akan terpenuhi jika faktor yang dikadun!g sinus dan
cosinus sama dengan nol. Dengan demikian, akan diperoleh sistem dua
persamaan diferensial untuk fungsi a (£} b (¢). Dengan cara yang umum
akan dicari penyelesaian persamaan ini, yang sebanding dengan e®.
Solusi tersebut memberikan persamaan, sebagai berikut .

' 1/ he
' Sii!+§ c+;)bb=.0,

1 hes .
—sb+3(e+’_ b)a = 0.

2

Agar kedua persamaan aljabar di atas tidak mempunyai solusi tirival,
haruslah berlaku

; 1 [(f!;‘o)Q
s == -
4 2 '

Syarat terjadinya resonansi parametris mengandung pengertian bahwa
s haruslah berharga real (atau s* > 0)*. Selanjutnya tesonansi’ akan

m

?} : | (27.10)

4) Konstanta u pada pers [276] berhubungan dengan s melalui relasi p = —™/w_ (dengan
mensubstitusikan 1 dengan ¢ + 2n/3w_ cosinus dan sinus pada pers. [27.9] akan berubah
tanda).
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£~ (dengan harga s positif yang diperoleh dari solusi getaran tanpa
gesekan) dan batas dari daerah instabil dapat ditentukan dari persamaan
s-k = 0. Dengan menggunakan s dari pers. [27.10] diperoleh daerah
resonansi selain daerah resonansi pada pers. [27.11] yang ditulis dalam
ketidaksamaan sebagai berikut

Patut pula dicatat bahwa dalam hal ini resonansi tidak akan terjadi
untuk harga amplitudo 4 yang kecil sembarang, tetapi terjadi hanya
untuk harga "puncak" h_untuk kasus pers. [27.12] berlaku

4
Dapat pula ditunjukkan bahwa.resonansi di dekat harga 2 /n harga
"puncak” f, sebanding dengan 4, '", yaitu meningkat dengan bertambahnya
H.

Contoh 55! Tentukan daerah instabil dari resonansi di dekat’ harga g
= 2w, dengan ketepatan dalam suku yang mengandung A2

Panyelesaian

Penyelesaian yang dicari adfilatl penyelesaian pers. [27.8] dalam bentuk

9

P

: /4 g . =
T = @, CO§ [\wc -+ ;) L+ b, sin (wo -+ ,—) t
+a) cos 3 (wo + %) £+ by 50 3 (wo T 'C;-) t

yaitu mengandung orde h lebih tinggi dari penyelesaian pers. [27.9].
.Karena hanya-pada daerah instabil yang menjadi perhatian, kooefisien

a, b, dan b, dianggap sebagai konstanta (dengan catatan dari catatan
kaki pada halaman sebelumnya). Dengan mensubstitusikan ke pers.
[27.8], fungsi-fungsi trigonometri ditulis dalam bentuk penjumlahan dan
diperoleh suku-suku yang mengandung 5 (w_ +—), yang hanya berlaku

o
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untuk pendekatan orde lebih tinggi. Perhitungan seperti ini mengha51lkan
persamaan, sebagzu berikut

52 hwo h‘q =4
—~dy w.,r:+; -+ 5 ao-i-- ay| cos (wo+;)t

' 2\ | hw? hw? ) £
+ [_bo (w°6+%) - 2- bo—l'Tbl} SN (wo+§) t

A o z
+ [—u:— o — 8w al] cos 3 (u.-o + - ) L

4

+[h w, Swfbl} sin 3 (uo+f-)f,= 0.

Pada suku yang mengandung w® + /2 merupaican besaran
kecul orde pertama dan kedua, sedangkan pada suku yang mengandung
3 (0, + &/2} tetap merupakan suku orde pertama. Semua rumusan yang
ditulis dalam tanda kurung segi empat haruslah sama dengan nol.
Dengan mensubstitusikan harga nol pada dva rvas terakhir, diperoleh

h h
a = —a b, = —b,,
T ST
sementara untuk dua suku awal memberikan hasil, sebagai berikut
o, hwl S b2
2 T4 32

Penyelesaian persamaan ini hingga mencapai orde /#* dan diperoleh
untuk batas daerah yang dicari, yaitu

. hw, 1,

< = ZIZT - 5‘:;!1 Wy
Contoh 56: Tentukan daerah instabil dari resonansi di dekat harga
y=w, !
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Penyelesaian

Misalkan, ¥ = @ + € dan diperoleh persamaan ‘gerak

mi+l+h cos{w, +2) €] v =

Diperhatikan pula bahwa untuk harga batas berlaku & ~ A* dan cari
penyelesaian persamaan gerak dalam:

L= G cos(wo-i— ) t+b, sm(..ﬁ—\. yi+a; cos ?(wo-.-,)t+bl
sin 7f~..°-rb) t+cq.

sejak awal hanya diperhatikan suku yang mengandung orde pertama
dan kedua saja. Untuk menentukan batas daerah instabil koefisien-
koefisien ‘persamaan di ‘atas dianggap sebagai konstanta, diperoleh
: hwj | . :
—Jwecao + —— w + hw ¢ | cos (wo +¢€) ¢

[ hw
+ —’woeb +!—-bl+hw°c1] sin (wo +2) ¢

[ o he? .
o =3wsay + —;—-(to] cos (wo +2) ¢

=

hew
+ —Bw bl-i—i—b] sin {wo, +2) ¢ =10

L

Dengan cara yang sama seperti pada contoh 58, diperoleh

h .
a] = — b] = ﬁbg 4 = _"'l'l'ac,

1§ 6 2
sedangkan harga batas daerah instabil menjadi

—_— 5 2 3 i= -—-1.— o
._.—-.-)Ih Wo, 1= _J;h o

L]
(n
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Contoh57: Tentukan syarat untuk terjadinya resonansi parametris untuk
getaran kecil dari bandul bidang dengan titik gantungnya yang mengalami
getaran vertikal.

Penyelesaian

Dari contoh 3c pada § 5 diketahui fungsi Lagrange untuk getaran kecil
bandul bidang (<1} diperoleh persamaan gerak, sebagai berikut

G dwl (i+4%cos(2w°+s)i) c=0

dengan w® = g/l. Dalam hal ini didapat pula bahwa perbandingan
4 o/l mempunyai peran penting untuk parameter yang dijelaskan di
dalam teks. Syarat pada pers.[{27.11], menjadi

- 2a\/g

B3R

le} <

28. Getaran Tidak Harmonik

Seluruh teori getaran kecil yang dibicarakan di atas didasari dari
deret energi potensial dan kinetik sistem terhadap koordinat dan
kecepatan hingga orde kedua; deret demikian akan menghasilkan
persamaan gerak liner karena getaran dengan persamaan gerak demikian
disebut sebagai getaran linier. Walaupun pembatasan suku dalam deret
dibentuk untuk getaran beramplitudo cukup kecil, dengan menambahkan
suku berorde lebih tinggi dalam deret (disebut sebagai aharmonisitas
atau getaran tidak linier) diperoleh pula getaran yang berbeda dari orde
kedua.

Dalam hal ini fungsi Lagrange dideretkan hingga suku orde
ketiga. Pada energi potensial akan muncul suku orde ketiga dan
koordinat x, sedangkan pada energi-kinetik muncul suku dalam ‘bentuk
perkahan antara koordinat dan kecepatan seperti X, Xk, xl '

perbedaan dengan ‘pertanyaan sebelumnnya, pers. [23.3] adalah dalam
penderetan fungsi a, (k) dalam suku x berpangkat satu. Dengan
demikian, fungsi Lagrange- dapat ditulis kembali dalam bentuk

i

|

|
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1

Z 1 Z .
(m,; £y L;_—’-,L Z; 'Lk) ) Tkt il J;l—g
Tk Y y |

E IIL£1 I-'},"L[,

N
(25.1)_

dengan n, !l , adalah koefisien konstanta yang baru. Jika disamping
koordinat x, diperkenalkan pula koordinat normat 0, (dengan pendekatan
linier), transformasi yang linier tersebut menyebabkan penjumliahan
yang terdapat pada suku ketiga dan keempat pada pers [28.1] "akan
menjadi penjumalahan yang analog pula, yaitu hanya mengganti
koordinat x. -dan kecepatan x; menjadi Q_ dan Q. Apabila koefisien
pada penjumlahan ini dituliskan dalam y B, dan

lulv—‘

mu fungsi Lagrange dalam koordinat normal dapat ditulis menjadi

afp, ?

1 . Lo 1 : .
=3 (@i Q)3 > (hap Qa Qs Q-3 Z o B

o3, iy

Qa Qﬁ Qn,. (28 2)

Tidak akan dipersoalkan kembali bagaimana mencari persamaan
gerak secara lengkap dari fungsi Lagrange di atas Akan tetapi, telah
diketahui bahwa untuk fungsi demikian akan diperoleh persamaan

gerak, sebagai berikut
Qatw?lQa = [u(Q.Q Q) (2

dengan f adalah fungsi homogen derajat dua dari’Q dan turunannya.

O’J

3)

Dengan menggunakan metode pendekatan suksesif, solusi persamaan
ini dapat dibentuk dalam persamaan

Qu = QU +Q. NS
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dengan Q% << Q{” dan fungsi Q' adalah penyelesaian persamaan

tanpa gangguan yang memenuhi persamaan diferensial, sebagai berikut

R

dan penyelesaiannya mempakan persamaan getaran sederhana sebagai
berikut

QM = a, cosfiwg !+ 04). ! (28.5)

Untuk pendekatan selanjutnya perhatikan ruas kanan pers. [28.3] dengan
memandang suku orde kedua dan untuk Q7% dlperoleh persamaan
diferensial, sebagai berikut :

OO 4wt QR = QM 0, 60), (28]

dengan mensubstitusikan ke ruas kanan pers. [28._5].Olehl karena itu,
diperoleh persamaan diferensial homogen linier dengan'ruas kanan
dapat ditulis dalam bentuk penjumlahan fungsi-fungsi penodlk sebagai
berikut

Q&” Qg) = a, az cos(wy t + ag) cos(waf + (:.Yg)

1 - L
= Flat3 {cos [(U—'a +w3)l+ oy + cvg]

+ cos [{wy — wa)t + @y — i)}

Pada ruas kanan pers. [28.6] muncul suatu suku yang bergetar dengan
frekuensi sama dengan penjumlahan dan pengurangan frekuensi eigen
dari sistem. Solusi -persamaan ini harus dicari - sedemikian, yaitu
persamaan yang masing mengandung faktor periodik. Dengan demikian,
dapat disimpulkan bahwa dalam sistem seperti ini di samping tedapat
getaran yang bergetar dengan frekuensi w , terdapat pula getaran lain
yang bergetar dengan frekuensi o

We T , (28.7)
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yang saling saling tumpang tindih satu sama lainnya (dalam hal ini
adanya frekuensi ganda 2w, dan 0 sesuai dengan pergeseran yang ada).
Frekuensi serupa ini disebut sebagai frekuensi kombinasi. Amplitudo
getaran kombinasi adalah sebanding dengan perkalian dari a. a atau
a) yang dibentuk dari amplitudo getaran normal.

Untuk pendekatan lebih tinggi, yaitu dengan memperhatikan suku-suku
deret yang lebih tinggi dalam fungsi Lagrange, akan muncul getaran
kombinasi dengan frekuensi kombinasi sejumlah frekuensi @ . Selain
itu, terdapat pula fenomena lain.

Untuk pendekatan yang dibuat dalam orde ketiga muncul fenomena
seperti ini, yaitu fenomena yang mengandung frekuensi sama dengan
o, (=0, + 0, — ) Jika digunakan metode yang telah dibahas di
atas, pada ruas kanan persamaan gerak akan muncul suku resonansi
yang mempengaruhi solusi persamaan tersebut dengan amplitudo bertambah
terhadap waktu. Secara fisis hal tersebut jelas bahwa di dalam sistem
tertutup besarnya getaran dengan adanya sumber energi dari luar tidak
dapat lagi mempunyai harga sembarang.

Dalam kenyataan suku-suku yang terkandung dalam pendekatan
yang lebih tinggi frekuensi dasar ®  dibandingkan dengan frekuensi
getaran tanpa gangguan wf) terletak sebagai frekuensi kuadrat pada
energi potensial. Adanya suku yang bertambah terhadap waktu bergantung
pada deret dengan tipe, sebagai berikut

cos (wio) + Aw, )t = cos .;,-f.”) t—1Aw, Si”';b.{:}} !,

yang tentunya untuk harga ¢ yang cukup besar tidak akan diperbolehkan.
Dengan dasar ini untuk pendekatan yang mengandung suku lebih tinggi,
metode pendekatan suksesif harus mengalami perubahan, yaitu suku
yang mengandung faktor periodik tidak lagi dinyatakan dalam pendekatan
seperti telah dibuat di atas. Namun, harus dicantumkan sebagai faktor
periodik sebagaimana adanya, yaitu masih mengandung frekuensi.
Perubahan frekuensi diberikan dari solusi justru dengan syarat bahwa
tidak boleh mengandung suku resonansi.
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Akan dldemonstrasﬂ(an metode tersebut untuk comtoh getaran .
anharmonik dengan satu derajat kebebasan dengan mengambil fungsi
Lagrange sebagai berikut

T

mi? mw , mo 3 mB8 o
I = - — 7 — —_—r = T, (2o,
2 2 3 4

[v3)
L]

)

Persamaan gerak yang berhubungan denga fungsi Lagrange di atas
adalah . )

Untuk mencari solusi persamaan gerak ini, gunakan pendekatan suksesif
dengan mensubstitusikan persamaan

ro= i B g

dengan )
AN = ycoswi (23.10)

yang mengandung harga ® secara eksak, dan akan ditentukan bentuk
frekuensi dalam deret ® = @, + 0"+ 0" + ... (fase awal dari x*
dapat ditentukan sembarang bergantung pada pemilihan Keadaan awal,
yaitu dianggap sama dengan nol). Selanjutnya persamaan gerak yang
diberikan pada pers. [28.9] dengan cara lebih sederhana substitusikan
pers. [28.10] dengan ruas kanan persamaan tidak harus sama dengan
nol. Dengan demikian, bentuk persamaan gerak, menjadi
2 2N
E-'*r-i-u.' r=—ar—fr- (1—-1) i (23.11)

u.— w

Dengan mengambil x = x'V + x*, w = @, + 0" dan abaikan semua
suku dengan orde lebih tinggi lainnya maka untuk x “ diperoleh
persamaan sebagai berikut

#0302 = —adt ot wt 2w N acos wt

aa (’1(!' l
— T_T(‘0~,) t+)u.°\.1.)(jac0:‘3wt.

|
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Syarat tidak mengandungnya suku resonansi pada ruas kanan persamaan
-akan menghasilkan ®" = 0,. yaitu scbagai metode yang telah
dibicarakan dalam mencari solusi untuk pendekatan kedua. Denganm
demikian, solusi persarnan diferensial inhomogen dengan cara biasa,
diperoleh . .

e aat  ad? ‘

HH = -

.-)-"Jo i ,;‘Gw'.'

o

cos 2w b,

28.12)

Untuk langkah selanjutnya substitusikan pers.[28.11] x = x™ + x@¥ +
P, o = o + 0 + x® dan diperoleh. persamaan gerak untuk x*

—

FO L 2B = 2 00 /3‘:1';“J:3 + Dy w M)

atau dengan meug. unakan pers. [28.10] dan [28.12] dapat’ dlperoleh
rumusan yang lebih sederhana, yaitu:

[ i : ﬁ ﬂ2
l‘(” -4 w, .I?( 3) — _a3 [__ + = 5| COs Juw
4 bw?
: . 3(\.-: .1 -
+a l-'_?wo IRICHY '—L— — =4 8| cos 1.
[ 122 4

Dengan memastkkan Faktor resonansi cos wr sama dcnban nol maka
koreksi frelkuensi dasar, diperoleh

¥

e R
= (m 12w3> “ (28.13)

re

Frekuensi ini adalah sebanding dengan -amplitudo kuadrat. Solusi
getaran kombinasi orde ketiga diperoleh, sebagai berikut

3 5 .
'(:J) = _—'a —-0_ /J’ Y WY
£t = 162 (.‘jw;’ + j;) cos Wi, C(28.14)

29. Resonansi pada Getaran Tidak Linier.

Pengamatan suku-suku anharmonik pada getaran dipaksakan
suatu sistem menuju pada suatu fenomena resonansi yang lain.
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1'
Apabila pada ruas kanan pers. [28.9] ditambahkan suata gaya luar yang
periodik (bergetar dengan frekuensi y); diperoleh

1
i
v .

;}}-l_,,\z-l»u,.r—ir'nsyf-—qm -purt : (29.1)

m

dalam hal ini ditambahkan pula suatu gaya gesek (pengaruhnya
dianggap amat kecil) dengan konstanta redaman A. Harus pula Hiperhatikan
dengan seksama bahwa adanya suku yang tidak linier pada persamaan
getaran harmonik suku dari gaya luar yang berderajat tinggi, sesuai
dengan ketergantungan gaya terhadap simpangan x. Akan tetapi, suku-
suku ini kemudian diabaikan demi menyederhanakan rumusan ;!pengabaiaq
ini tidak mengubah gambaran peristiwa secara kualitatif. Misalkan,

p=0 +¢&

(anggap bahwa harga & adalah kecil) berarti dengan kondisi tersebut,
getaran berada pada daerah di dekat daerah resonansi biasa. Dalam
memperhatikan  karakter gerak yang muncul ini dapat digunakan
rumusan yang terdapat dalam pers. [29.1] secara langsung, yattu dengan
memperhatikan pemikiran, sebagai berikut

Untuk pendekatan linier ketergantungan amplitudo getaran
dipaksakan b terhadap amplitudo gaya luar f dan frekuensi y di dekat
daerah resonansi, diperoleh dari pers. [26.73 adalah

20 o | (29.2)
N = dmiw?’ L

Ketidaklinieran getaran terletak pada ketergantungan frekuensi
eigennya terhadap amplitudo; frekuensi getaran ini ditulis dalam bentuk:

o, + x"? . (29.3)

dengan konstanta % dapat diperoleh dari koefisien anharmonisitas (lihat
pers. [28.13]. Selanjutnya substitusikan pers,[29.3] ke [29.2] (tepatnya
dengan mengambil perbedaan yang kecil dari Y -® ), yaitu'mengganti
kan o dengan o +x™.

Jika ditulis € = 7, sebagai hasilnya diperoleh persamaan sebagai
berikut
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B [(e =\ b))+ V] = .;r{:f’-*—w'z (29.4)

B £ X
A — Xfi o J(?r?ruo) — \2,

Pers. [29.4] adalah berderajat tiga dari h* dan akar realnya
menentukan amplitudo getaran dipaksakan. Sekarang perhatikan
ketergantungan amplitudo ini terhadap frekuensi dari gaya luar, jika
ampitudo gaya luar adalah p.

atau

Untuk harga f yang cukup kecil, amplitudo b juga kecil, sehingga suku-
suku ruas kanan yang mengandung pangkat dalam orde lebih tinggi
(b* dan b°) dapat diabaikan. Dengan demikian, akan diperoleh kembali
pers. [29.2] untuk fungsi h(€) yang akan digambarkan dalam kurva
simetris dengan maksimum berada pada € = 0 (lihat gbr. [32a].

Dengan bertambahnya f, kurva akan mengalami deformasi (perubahan
bentuk) dan memperhatikan karakternya sebagai berikut kurva dalam
hal ini mempunyai maksimum (lihat gambar [32b]) yang hanya
mengalami pergeseran (y > 0) ke arah € positif dan untuk kasus ini
pers. [29.4] hanya mempunyai tiga akar real

Untuk harga tertentu f = fk (yang akan ditentukan nantinya karakter
kurva akan mengalami perubahan. Untuk setiap harga f > fk terdapat
daerah frekuensi tertentu di mana pers.[29.4] mempunyai tiga akar real,
kasus ini memenuhi potongan kurva BACDE pada gbr. [32c].

Batas daerah ini diperoleh dengan syarat harga db/de=c2 pada
titik D dan C. Dengan menurunkan pers.[29.4] terhadap e, didapat:

db —zb+ x I
TN = s A3

de



-
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gambar 32

Posisi titi-k D dan C dapat diperoleh dengan menyelesaikan. kedua
persamaan '

e~ dx e 3 ) + A =0 (29.5)

dan pers. [29.4]; harga € yang ditentukan ini kedual;ya adalah positif.

Amplitude akan mempunyai harga terbesarnya pada titik di mana

dbfde = 0. Dalam keadaan ini £ = X {? dan dari pers. [29.4], diperoleh
f

.= —— . 29.6)
. bmal\s 2 m o, \ ) . (
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Harga ini sama dengan harga maksimum yang diberikan oleh pers. .
[29.2].

Dapat pula ditunjukkan bahwa (dalam hal ini tidak akan dibuktikan)™,
bahwa untuk tiga akar real dari pers. [29.4], rata-rata (yaitu potongan
kurva CD pada gbr. [32¢] yang ditandai dengan garis putus-putus)
sesuai dengan keadaan tidak stabil dari sistem: melalui suatu pengaruh
yang lemah pada sistem dalam keadaan demikian keadaan ini dapat
berubah menjadi bentuk getaran, yang mempunyai harga akar terbesar
atau_terkecil (yaitu terjadi masing-masing untuk potongan.kurve BC

dan DE). Getaran real hanya terjadi pada potongan kurva ABC dan

DEF. Suatu penilaian yang khususnya berarti dalam hal ini adalah
menggambarkan adanya ketergantungan daerah frekuensi yang hanya
memenuhi dua amplitudo yang berbeda. Dengan bertambahnya frekuensi
gaya luar secara drastis, selanjutnya amplitudo getaran dipaksakan akan
meningkat sepanjang kurva ABC. - Pada -titik C amplitudo akan
"menghilang” hampir tidak terlihat hingga mencapai titik E, selanjutnya
berubah ( dengan semakin besamya pertambahan frekuensi) sepanjang
kurva EF. Jika frekusensi kembali diperkecil, amplitudo akan bertambah -
besar sepanjang kurva FD dan harganya akan "melompat” dari titi D
langunsung ke B untuk kemudian harga amplltudo akan bergerak
mengecil sepanjang kurva BA. y

Untuk menghitung harga f. yang bersangkut paut dengan.harga f, dalam
hal ini kedua akar (dalam b?) dari persamaan kuadrat adalah harus sama
dengan pers. [29.5]; untuk harga f =.f, potongan kurva CD seluruhnya
"mengkerut” menjadi satu titik balik. Penyamaan dengan nol suatu
disk,riminaﬁ'dari persamaan kuadrat pada pers. {29.5] akan memberikan
harga ¢? = 3\? dan berhubungan dengan harga akar yang berkenaan
dengan persamaan y? #’=2¢/3.Jika harga b dan £ ini disunbstitusikan
ke pers. [25.4], diperoleh '

6)  Pembuktian akan hal ini misalnya dapat ditemukan pada buku N.N. Bogoljuboy dan
J.A. Mitropolskij: “ Metode Asimtotik pada Teori Getaran Nonlinier”, Percetakan Negara
untuk literatur Fisika Matimatika, Moskow 1963. Terjemahan dalam bahasa Jerman
"Asymtotische Methoden in der Theorie nichtlinearer Schwingungen®, Akademie Verlag,
Berlin [964..
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g+ "32mrat )3

e = u/_iXi

Selain perubahan karakter fenomena resonansi pada frekuensi
Y = ®, getaran yang tidak linier ini juga menyebabkan timbulnya
resonansi yang baru, yang terjadi pada getaran dengan frekuensi di
dekat harga ®_ dipengaruhi oleh gaya luar, dengan frekuensi yang jauh
berbeda dengan @, sendiri.

(29.7)

Anggap bahwa frekuensi gaya luar adalah v = &, /2. berarti
@y

S

Dalam pendekatan linier pertama akan terjadi getaran dengan frekuensi
yang sama dan dengan amplitudo yang sebanding dengan amplitudo
gaya luar, yaitu

‘l ¥ »
M = / — DS (E‘)f +;‘) {

52
Imw?

(sesuai dengan rumusan pada pers, [22.4]). Dengan memandang suku
tidak linier (potensial mengandung suku berderajat tinggi) maka pada
persamaan gerak getaran yang dirumuskan pada pers. [29] akan muncul
suatu suku tambahan dengan frekusnsi 2y = ® . Jika x'"" disubstitusikan
pada persamaan

('+’\r”+ “{—na“}-{-ﬁr R ()

dengan memasukkan cosinus dua kali sudut dan pada ruas kanan hanya
dipandang suku yang menyatakan resonansi, diperoleh bahwa:
S x _f‘l

()+)\.l *I()+a‘r()+ﬂ_r =—0n)2w.:l:05

Persamaan ini adalah berbeda dengan pers.[29.1] hanya pada posisi
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amplitudo gaya f digantikan dengan f. Hal ini berarti bahwa resonansi
muncul dari karakter yang sama seperti resonansi yang dibahas di atas
g * w, tetapi dengan intensitas yang lebih kecil. Hubungan antara
b dan € jika harga f pada pers. [29.4] diganti dengan —8af*/9mw*  (dan
€ diganti dengan 2) sehingga dapat persamaan

182 F4
a [('35 = xb%)’ £2% = Ll (29.9)

slmiwl?

Frekuensi gaya luar sekarang menjadi
T = -)-‘-‘-"o + .

Untuk pendekatan pertama didapat

ey

cos (2w, +2)t
Imuw? By

Substitusikan x= x'" + x» pada pers. [29.1] dan akan diperoleh
persamaan tanpa suku yang menyebabkan resonansi dengan gaya luar,
seperti kasus tanpa resonansi tersebut. Akan terdapat resonansi yang
sama dengan resonansi parametris yang disebabkan oleh kehadiran suku
orde ketiga, yang sebanding dengan hasil kali x'" x®. Jika hanya suku
ini yang dipandang dari semua suku yang tidak linier, x? diperoleh
sebagai berikut

#F2) 42) 2 -+ u.'j ) = 22 a RAL I )
atau
o S 2 2o f : *
4243 +w; |l - —= cos (2w +€) ! ) =0,
3wl
(29.[0)

yaitu suatu persamaan yang sama dengan pers. [27.8] (termasuk adanya
gaya gesek). yang telah diketahui, mengandung suatu keadaan getaran
instabil pada interval frekuensi tertentu.
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Untuk menentukan amplitudo yang dihasilkan dalam getaran ini tidak
‘ukup jika menggunakan persamaan ini semata. Amplitudo berhingga
lanya terdapat untuk getaran yang mengandung efek tidak linier
iehingga untuk mengamati hal ini untuk x2 harus pula mengandung
suku tidak linier, yaitu

00 a2 a8y - 0P g P 2af
L2 w2 a4 By = cos (2w, + €)
= o
t-r. T (29.11)

Pengamatan kasus ini dapat menjadi lebih disederhanakan jika
lipandang hal berikut. Jika pada ruas kanan pers. [29.11] disubstitusikan
)ersamaan

2 = b cos [(wo + %) t+ é]

dengan b adalah amplitudo dari resonansi getaran yang dicari dan &
dalah pergeseran fase yang tidak begitu penting untuk kasus ini) dan
ebagai hasil kali kedua faktor periodik tersebut dapat dinyatakan dalam
enjumlahan dua fungsi cosinus, diperoleh:

ez [ 5) (4

engan karakter resonansi biasa (dipandang dari frekuensi eigen @,
istem). Dengan demikian, persoalan akan kembali pada persoalan yang
:lah dibicarakan pada permulaan paragraf ini, yaitu persoalan resonansi
iasa untuk kasus getaran tidak linier, dengan perbedaan, bahwa
eranan amplitudo dari gaya luar dalam hai ini adalah



170

/"—E
P i
o )
A 8 C D
Gambar 33;

sama dengan a f b/3w’, ( dan untuk € sekarang menjadi €/2). Jik
disubstitusikan ke pers. [29.4], diperoleh

y € 5 2 E a?f'!b?
: l(S""b) “] = Zomtw

Selesaikan persamaan ini untuk b dan akan didapat amplitudo yan
mungkin, yaitu

b = 0 (29.42

i g
TR W/( “f_,) 4l (29.13
M E 6 m w?

[ 2
b= -!'- “\/( af.,) — A2 (29.1:
bokd & Omw?

L 3

(VIO

N ]

Pada gbr. [33] diilustrasikan kurva dari b (¢) untuk > -; untul
% < 0 kurva akan membentuk cerminan terhadap sumbu b). Titik-titi}
B dan C sesuai dengan harga

0
£ =4 o
\/\ﬂmwg) e
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Di sebelah kiri dari titik B hanya mungkin dipenuhi untuk b = 0, berarti
bahwa tidak akan terjadi peristiwa resonansi dan hanya terjadi getaran
= dengan frekuensi = @ tidak akan terpengaruh. Dalam interval antara
B dan C terdapat dua akar, yaitu B = 0 (potongan kurva BC pada
gbr. [33] dan rumusan yang terdapat pada pers. [23.13] (kurva BE).
Sebelah kanan dari titik C terdapat ketiga akar yang dinyatakan pada
pers. [29.13], [29.13], dan [29.14]. Akan tetapi, tidak semua dari akar
ini menampilkan getaran yang stabil. Harga b = 0 pada potongan kurva
BC” adalah tidak tidak stabil dan selanjutnya dapat pula ditunjukkan
bahwa akar pada pers. [29.14] (yang terletak antara akar-akar lainnya)
tetap berada dalam keadaan getaran tidak stabil juga. Pada gbr. [33]
ditunjukkan bahwa semua getaran tidak stabil digambarkan dengan garis
putus-putus.

Sekarang akan dipandang bagaimana sistem berada dalam keadaan
"diam®, jika frekuensi gaya luar mempunyai harga semakin yang keci.
Selama titik C tidak dicapai, harga b tetap sama dengan nol (b = 0),
sehingga keadaan ini akan "lenyap", dan terjadi lompatan sepanjang
kurva EB”.

Peristiwa resonansi yang diamati di sini hanya untuk kasus
terpenting, yaitu untuk getaran tidak linier. Untuk pendekatan lebih
tinggi lagi akan muncul juga peristiwa resonansi dengan amplitudo yang
berbeda. Dengan anggapan mutlak bahwa terjadi peristiwa resonansi
pada frekuensi ¥, yaitu jika frekuensi merupakan kelipatan bilangan
bulat, seperti ny _ mw, = ®_ (n dan m adalah bilangan bulat), atau

7)  Interval ini justru sesuai untuk daerah frekuensi resonansi parametris, pers. [27.12], yaitu
dengan membandingkan pers. [29.10] dengan per. .[27.8] schingga diperoleh lhl, = 2a/
3ma’ . Syarat

2a
, fﬂ > 4\,
3muw?

pada peristiwa yang diamati adalah mungkin terjadi, sesuai dengan ketidaksamaan h >
h

s
8)  Dalam hal ini patut diingat kembali, bahwa kasus di atas hanya dipandang untuk peristiwa
terjadinya resonansi. Jia keadaan demikian tidak murncul, tidaklah berarti bahwa sistem
akan mengalami getaran dipaksakan yang lemah, dengan frekuensi vy, dalam arti sebenamya.
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berarti pula terjadi pada frekuensi y = pw /g (p dan ¢ juga bilanga
bulat). Untuk pendekatan lebih tinggi intensitas dari peristiwa resonans
(juga lebar daerah frekuensi terjadinya resonansi) akan menurun dengai
cepat sehingga kenyataannya praktis hanya dapat diamati resonansi pad:
frekuensi ¥ = pw/q dengan harga p dan g yang kecil.

Contoh 58: Tentukan kurva b (e) untuk peristiwa resonansi pad:
frekuensi g * 3w .

Penyelesaian: Untuk pendekatan pertama, berlaku

M = —_ / 5 cos (3w, + ) L.
Untuk pendekatan kedua (x) diperoleh dari pers. [29.1], sebaga
berikut
2 2)3 ; h)2
F0 L oaxd® 10220 4o 4 g7 = 38,017,

dengan ruas kanan hanya ditulis suku yang menyebabkan perbedaar
peristiwa resonansi. Apabila dalam hal ini disubstitusikan

+® = cos [(uo + %) I+ 5] ;

dan memisahkan perkalian tiga fungsi cosinus yang menyatakan suku
resonansi pada ruas kanan akan didapat, persamaan sebagai berikut

3”“2‘/_’ cos {(u'o+—) ’—25]'

32 mu? 3

Dalam hal ini akan diperoleh fungsi b(e) jika f pada pers [29.4]
digantikan dengan 38b*f13bfF  dan € digantikan dengan €/3 diperoleh

be) [(5-vo) + ] = 2w = an
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Persamaan di atas mempunyai akar

h=10
dan
> g A A
it Ay JeAL &g
Bk 2x Vi]x 4 yx-
b
B
(o
Al ot
£
gambar 34

Pada gbr. [34] diilustrasikan fungsi b (€) untuk ¥ > 0) secara grafis.
Keadaan stabil hanya diperoleh pada b = 0 (sumbu absis) dan garis
AB. Untuk titik A berlaku harga

3(4y2A — A?) 5 AxXIE AR
g = v by == i,
dxA Lx* A

Getaran hanya terdapat jika € > €, di mana berlaku maplitudo b >
b,. Keadaan b = 0 tetap stabil sehingga untuk memulai atau merangsang
agar terjadi getaran harus diberikan "tumbukan” terlebih dahulu pada
saat awal.

Rumusan yang diperoleh hanya berlakku untuk harga € yang
kecil. Kecilnya harga € dari A adalah jika amplitudo gaya memenuhi
kondisi y¥/@, << A<< yo.

30. Gerak dalam Medan Berosilasi Cepat

Sekarang akan dibahas gerak sebuah partikel secara bersamaan
di bawah pengaruh gaya dan medan potensial U konstan sekaligus:



174

f = ficoswt+ frsinwl. (30.1)

yang berubah-ubah terhadap waktu dengan frekuensi yang sangat tinggi
o (f, dan f, adalah hanya bergantung pada koordinat), yaitu dengan
frekuensi yang memenuhi kondisi @ >> 1/7T, besarnya T adalah semata-
mata dalam orde periode gerak partikel yang berada di dalam medan
potensial U. Dalam hal ini tidak pula diandaikan bahwa gaya f adalah
kecil dibanding dengan gaya-gaya yang disebabkan oleh potensial U.
Akan tetapi, dibuat pengandaian jika amplitudo getaran partikel kecil
karena adanya gangguan gaya tersebut (misalnya amplitudo disimbolkan
dengan &).

Untuk menyederhanakan persoalan ini pandang gerak dalam pengaruh
gaya ini terjadi dalam 1 dimensi sehingga koordinat ruang hanya
tergantung kepada x semata. Dengan demikian, persamaan gerak
partikel adalah'’)
L dtJ )
mer=——=+/f. (30.2)
dr

Dari awal telah jelas bagaimana bentuk medan yang mempengaruhi
gerak partikel, yaitu medan berpengaruh pada partikel sehingga pergeseran
atau simpangan partikel terjadi di sepanjang lintasan rata (smooth) dan
akan saling tumpang tindih membentuk getaran dengan simpangan kecil
(dengan frekuensi ). Misalnya, getaran mengikuti suatu fungsi x (1)
sebagai penjumlahan dari

—_—
]
=
(2]

—er

x(l) = X(t) +&(L).

dengan & (x) melambangkan fungsi getaran kecil yang disebutkan di
atas.

Harga rata-rata dari € (1) terhadap satu periode (2m/w) adalah
sama dengan nol, sedangkan fungsi X (7) dalam waktu ini hanya sedikit

10) Koordinat x tidak perlu dalam sistem koordinat cartesian. Koefisien m tidak harus sama
dengan massa partikel dan tidak pula harus berharga konstan, seperti yang dinyatakan pada
pers. [30.2] karena hasil akhir penyelesaian persamaan ini tidak bergantung pada pengandaian
demikian.
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mengalami perubahan. Misalnya, perata-rataan terhadap waktu fungsinya
ini ditulis dalam tanda garis di atas simbol fngsi, atau x = X (1); dalam
hal ini rata-rata fungsi X (r) harga rata-rata fungsi lintasan yang
membentuk garis datar ("halus”) yang dibentuk partikel. Selanjutnya
akan dicari fungsi ini secara eksplisit, di mana fungsi tersebut ).

Jika pers.[30.3] disunstitusikan ke pers. [30.2] dan dibuat dalam bentuk
deret hingga orde pertama. didapat

U
dxX  Cdx?
Pada persamaan di atas terdapat berbagai suku yang mempunyai
berbagai karakter, yaitu suku osilasi (getaran) dan suku "datar"; dalam

hal ini haruslah akan saling menghilangkan dalam masing-masing grup.
Sebagai pendekatan untuk term atau suku yang berisolasi berlaku

al
AX’

mﬁ?-}-mé: + f( X, th+¢& (30.1)

mé = f(X.1). (30.5)

sedangkan suku-suku lainnya akan mengandung faktor € (berharga kecil
dibandingkan dengan yang telah dijelaskan di atas (turunan £’ adalah
sebanding dengan @’ karena tidak mempunyai harga yang kecil). Jika
pers. [30.5] setelah disubstitusikan d dari pers. [30.1] diintegrasi (dalam
hal ini X dipandang sebagai konstanta), didapat

£ = ——'-f—;. (30.6)
mie-

Selanjutnya dibuat perata-rataan terhadap waktu pers. [30.4]
(dengan cara seperti disebutkan sebelumnya). Harga rata-rata dari f dan
E pangkat satu akan sama dengan nol diperoleh persamaan

e

U y _) dl/ | B
v +i<

dX muw? X’

mX = —

a7
aN

11) Idea penurunan ini berasal dari P.L. Kapiza (1951).
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yang hanya mengandung fungsi X (r) semata. Akhirnya persamaan di
atas dapat ditulis, menjadi

o dU&:lf 4
X = ———. 30.7
m X (30.7)

dengan “energi potensial efektif” didefinisikan sebagai'®

Uit = U +

b o= I ; ,
=+ —fi + [5) 30.8)
2 w? / UTAmw" Ui+ /2) 5
Jika rumusan ini dibandingkan dengan pers. [30.6], akan terlihat dengan
jelas bahwa suku tambahan (medan potensial U) tidak dapat dinyatakan
dengan cara lain selain dari energi kinetik rata-rata dari gerak osilasi

U = U+ 5 2. (30.9)

Pernyataan ini mempunyai arti bahwa gerak rata-rata partikel yang
mengalami osilasi berlangsung sedemikian, sekan-akan di samping
terdapat medan potensial konstan U pada sistem, terdapat pula medan
tambahan yang juga konstan lainnya yang bergantung pada kuadrat dari
amplitudo medan bolak-balik.

Hasil perhitungan ini dengan mudah dapat diterjemahkan ke
dalam gerak suatu sistem yang mengandung sejumlah derajat kebebasan
yang dituliskan dalam koordinat diperumum g, Untuk energi potensial
efektif (selain yang telah diberikan pada pers [30.8], ditulis dalam
bentuk

: 1 W 7 @ik e .
Ut = U+ 5.2 Z (t,-kl filk = U-i-Z B EeEk. (30.10}
ik

ik

12) Jika besaran m tergantung kepada x, dengan perhitungan yang berbelit-belit dan lebih
panjang dapat dibuktikan bahwa pers. [30.7] dan [30.8] akan tetap berlaku untuk kasus
ini.
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-1
dengan besaran @i *(yang secara umum bergantung pada koordinat)
adalah elemen dari kebalikan matriks koefisien a, pada energi kinetik
sistem 'Y

Contoh 59: Tentukan posisi stabil kesetimbangan sebuah bandul
dengan titik gantingnya berosilasi secara vertikal dengan frekuensi
g (g >> Vg/h!

Penyelesaian: Fungsi Lagrange sistem seperti ini dapat dilihat kembali
pada contoh 6, pertanyaan c) pada § 2.5. Untuk gaya yang berubah-
ubah dalam hal ini

f = —-m aly cos yt sin @

(sebagai "koordinat" x dipilih sudut @). Dengan demikian, potensial
efektif didapat dalam bentuk

! /S (12 '72 R
= —Cos £ - sin”y | .
Ug = mg GOk £t 7 v

Posisi stabil setimbang dapat ditentukan sesuai apabila fungsi mempunyai

harga minimum. Secara logis arah yang tegak lurus ke bawah (¢ =
0) merupakan posisi yang selalu stabil. Jika memenuhi persamaan

atvt > 2¢gl.

maka posisi bandul adalah tegak lurus ke atas (¢ = m).

Contoh 60: Dengan pertanyaan yang sama untuk bandul, tetapi titik
gantungnya mengalami osilasi pada arah horizontal

13) Lihat pembahasan fungsi Lagrange untuk sistem titik massa
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Penyelesaian: Dari contoh 3, pertanyaan b) pada §5 dari fungsi

f = ma!‘)'z cos yl cos ¢ .

sehingga dari persamaan di atas diperoleh pula

Bl
57

Usg = mgl —cos ¢+ 5

;)
Cos” ¢ -

gl

Untuk a*y < 2g [ posisi ¢ = 0 adalah stabil. Jika sebaliknya o*y* >
2gl keadaan stabil sistem akan terpenuhi

29l
b |

cos g =

EY 3
- '4

a



Bab VI
Gerak Benda Tegar

31. Kecepatan Sudut

Benda tegar dalam mekanika didefinisikan sebagai sistem kumpulan
titik-titik massa dengan jarak satu sama lain tidak berubah atau tetap.
Sistem-sistem yang kenyataannya terdapat di alam tentunya akan
memenuhi kondisi ini hanya secara pendekatan semata. Kebanyakan
benda tegar umumnya sedikit sekali mengalami perubahan bentuk
maupun fukurannya selama benda tersebut mengalami gerak sehingga
kecilnya perubahan tersebut dapat dikatakan benda tidak mengalami
perubahan bentuk, atau dengan perkataan lain perubahan dapat diabaikan,
seandainya hukum-hukum tentang gerak yang berlaku pada benda
sebagai sistem diamati secara keseluruhan.

Dalam pembahasan di sini benda tegar seringkali digambarkan
terdiri dari sejumlah titik massa: dengan pandangan demikian dapat
dibuat pendekatan maupun penurunan rumusan gerak benda tegar
dengan mudah. Dengan pendekatan ini bahwa benda tegar kenyataannya
dapat dipandang sebagai sistem kontinu dengan struktur yang terdapat
di dalamnya bukan merupakan objek yang menarik perhatian, ternyata
tidak menimbulkan "komplikasi" atau pertentangan sama sekali dalam
pembahasan ini. Perhitungan “transisi" dari anggapan benda tegar
sebagai sistem penjumlahan diskrit titik-titik massa menjadi sistem
benda tegar kontinu dilakukan dengan cara sederhana, yaitu massa
benda tegar dianggap sebagai perkalian kerapatan volume materi dan
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elemen volumenya @ dV dan dilakukan integrasi terhadap volume benda
secara keseluruhan.

Untuk menejelaskan gerak benda tegar biasanya dipandang dua sistem
koordinat inersial xyz dan suatu sistem koordinat "diam", yaitu sistem
koordinat pertama suatu sistem koordinat bergerak dengan koordinat
X, =X, X, =y, dan X, = 2 yang berhubungan erat dengan benda
dan selalu turut serta dalam setiap gerak benda. Titik nol sistem

koordinat bergerak dianggap terletak di titik pusat massa benda.

Posisi benda tegar terhadap sistem koordinat diam ditentukan oleh
pemberian posisi dari sistem koordinat bergerak. Misalnya vektor jari-
jari R adalah vektor yang menujukkan titik nol sistem koordinat
bergerak (terhadap titik nol koordinat diam; lihat gbr . [35]). Arah
sumbu-sumbu sistem ini terhadap sistem koordinat diam ditentukan oleh
tiga sudut yang saling tidak bergantung pada satu sama lainnya,

Z

Gambar 353:

sehingga bersama-sama dengan komponen vektor R akan terdapat enam
koordinat, Berarti pula bahwa setiap benda tegar sembarang suatu
sistem mekanis mempunyai enam derajat kebebasan.

Selanjutnya lihat suatu pergeseran kecil sembarang, terjadi pada
zat padat. Gambaran tentang ini dijelaskan dengan dua gerak sekaligus,
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yaitu pertama jika titik pusat massa mengalami pergeseran yang kecil
tak berhingga dan saling paralel dari titik asal ke titik akhir, tetapi arah
sumbu tidak berubah gerak tersebut dan kedua adalah gerak rotasi
terhadap titik pusat massa yang juga tak terhingga kecil hingga
mencapai titik akhir rotasi.

Suatu vektor jari-jari sembarang terhadap suatu titik P yang
terdapat pada benda tegar dalam sistem koordinat begerak disimbolkan
denga r dan vektor jari-jari titik yang sama terhadap sistem koordinat
diam ditulis sebagai r. Maka pergeseran infinitisimal titik P adalah dr
dari pergeseran titik pusat massa dR dan pergeseran yang dialami oleh
titik P terhadap pusat massa menjadi adanya rotasi sebesar dg adalah
[der] atau dengan perkatan lain

d7 = dR 4 [der].

Jika persamaan ini dibagi dengan waktu dt, yaitu waktu yang dibutuhkan
untuk menggeser titik tersebut, diperoleh kecepatan

dF dR v de

il

) ———

d¢ : dt

=0, (31.1)

sehingga diperoleh hubungan antar kecepan di atas sebagai berikut:
dv = V- [Qr] (31.2)

Vektor V adalah kecepatan titik pusat massa benda tegar;
kecepatan ini sering pula disebut sebagai kecepatan translasi. Vektor
Q disebut kecepatan sudut benda tegar; arah kecepatan sudut ini
(demikian pula dengan arah dg) adalah sama dengan arah perputaran
sumbu rotasi. Dengan demikian, kecepatan v setiap titik yang terdapat
pada benda tegar (terhadap titik acuan sistem koordinat diam) dapat
dinyatakan dalam kecepatan translasi dan rotasinya.

Patut pula dicatat bahwa penurunan pers [31.2] adalah tidak
penting karena titik pusat massa dianggap sebagai titik nol. Keuntungan
pemilihan titik tersebut akan dibahas nanti dalam pembicaran tentang
energi benda yang bergerak.
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Sekarang anggap bahwa sistem koordinat yang berhubungan erat
dengan benda dipilih sedemikian, seolah titik O tidak berada pada titik
pusat massa, tetapi di titik sembarang O', yang terletak sejauh a dari
titik O. Kecepatan titik Q' sistem ini, misalnya V' dan kecepatan
rotasinya adalah Q'

Kemudian lihat sebuah titik P yang terdapat pada benda tegar
, misalnya vektor jari-jari terhadap titik O adalah r'. Dengan demikian,
maka r= r' + a dan substitusikan ke pers. [31.2], didapat

dv = V +[Qa] + [Q7].

Di samping itu berdasarkan definisi dari V' dan W' harus pula berlaku
n = V' + [W'r']. Dengan demikian akan diperoleh hubungan

V=V +[Qal. 0 =0 (31.3)

Relasi kedua pada persamaan di atas adalah sangat penting.
Terlihat bahwa kecepatan sudut di mana benda tegar setiap saat
mengalami rotasi, tidak bergantung pada sistem koordinat tersebut.
Sistem yang mengalami rotasi demikian adalah sistem yang pada setiap
saat mengalami rotasi dengan kecepatan sudut yang sama, £, dan
mempunyai sumbu rotasi terletak saling paralel dengan sumbu koordinat.
Peristiwa demikian sekaligus menegaskan bahwa £ memang benar-
benar sebagai kecepatan sudut rotasi benda tegar. Kecepatan translasi
adalah sebaliknya tidak mempunyai karakter "absolut".

Jika V dan Q (dalam waktu tertentu) dengan pemilihan titik acuan
tertentu saling terletak paralel satu sama lain, rumusan pertama pers.
[31.3] juga akan berlaku untuk pemilihan titik acuan O' sembarang
(yaitu V' dan Q' saling tegak lurus). Berdasarkan pers [2] kecepatan
v suatu titik yang tedapat pada benda tegar juga akan terletak pada
bidang yang sama, aitu pada bidang yang tegak lurus terhadap €. Dalam
hal ini akan selalu terdapat suatu titik awal” O’ dengan kecepatan

1)  Tentunya dapat ditunjukkan bahwa titik tersebut haruslah terletak di luar benda
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translasi V' sama dengan nol sehingga gerak benda tegar setiap saat
merupakan suatu gerak rotasi murni terhadap sumbu O'. Sumbu ini
disebut sebagai sumbu rotasi sesaaat benda tegar 2.

Selanjutnya tetap dianggap, bahwa titik nol dari sistem koordinat
bergerak terletak pada titik pusat massa benda tegar sehingga sumbu
rotasi benda "bergerak" melalui titik pusat massa tersebut. Pada suatu
gerak benda harga Q dan juga arah sumbu putar atau sumbu rotasi
dapat mengalami perubahan.

32. Tensor Kelembaman

Untuk menghitung energi kinetik benda tegar, seperti disebutkan
di atas, benda tegar dipandang sebagai kumpulan titik-titik massa secara
disktrit dan ditulis, sebagai berikut

T a3 T fnqvg.

L]

yaitu merupakan penjumlahan terhadap semua energi kinetik masing-
masing titik massa. Untuk menyederhanakan masalah, misalnya masing-
masing titik massa diberi numerasi.

Dengan menggunakan pers. [3.2], diperoleh

T=3 S(V+Rr) =Y 2V+Y mV]Qr]+)

m :
= (@ r'JJ.

Kecepatan V dan Q untuk setiap massa benda tegar adalah sama, karena
suku pertama yang mengandung V?/, dapat diletakkan di depan tanda
summu (penjumlahan). Kemudian suku X m tidak lain sama dengan
massa benda tegar yang disimbolkan dengan p, suku kedua diuraikan
dalam bentuk

2)  Untuk kasus umum di mana V dan Q tidak akan saling paralel maka titik awal sistem
koordinat dapat dipilih sehingga ¥ dan Q akan saling paralel, atau dengan perkataan lain
bahwa gerak mengandung gerak rotasi terhadap suatu sumbu tertentu dan gerak translasi
sepanjang sumbu yang sama.
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Y mviar] =Y mr(vo]l= (VO Y mr

Jika titik nol benda tegar terletak di titik pusat massanya, suku ini akan
sama dengan nol karena £ mr = 0. Suku ketiga ditulis dalam bentuk
perkalian vektor kuadrat sehingga akhir persamaan energi kinetik T
dapat ditulis, menjadi

a1 2 2 :
it e Z m {f?‘:"*(f!l‘)'}. (42.1)

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa energi kinetik benda tegar
terdiri dari dua bagian. Suku pertama pers. [32.1] menggambarkan
energi kinetik gerak transalsi; energi kinetik transalasi mengambil
bentuk seolah massa benda tegar terkonsentrasi di titik pusat massa.
Suku kedua merupakan energi kinetik rotasi benda tegar yang mengalami
rotasi dengan kecepatan sudut Q, berotasi terhadap suatu sumbu yang
melalui titik pusat massa. Patut pula dicatat bahwa "terbaginya" energi
kinetik demikian dimungkinkan karena titik nol sistem koordinat yang
berhubungan dengan benda terletak di titik pusat massa.

Selanjutnya variabel yang menyatakan energi kinetik rotasi dapat
dituliskan dalam bentuk tensor, yaitu apabila energi tersebut dinyatakan
dalam komponen-komponen x, £ dari vektor r dan € diperoleh

1 2
Trnt — T)‘ Z m {Q: J'? — Q; a; QL .l'k}
1
= ’:; Z 1 {Qtﬂkéik _{"2 _Qi Qk -l'g-l'k}
= %Q.Qk Z m {1‘26‘-,‘,;-"?__,..'.1.‘_}_

Dalam penulisan di atas digunakan identitas Q = 8, Q,, dengan 8,
melambangkan vektor satuan (jika komponen i = k harga §, = § = |
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dan untuk i # k, §,= 0)". Gerakan tensor

Iy = Z m(.zr?ﬁ;k - T;Tk), (32.2)

sehingga rumusan akhir diperoleh energi kinetik dalam bentuk

p V2

T=2

+ _‘l;fik 0; Q. ] (32.3)

Fungsi Lagrange benda tegar diperoleh dengan mengurangkan
pers [32.3] dengan energi potensial U, sebagai berikut

T, A |

L = 0 + -; [lk Ql Q-'\' = {-i-' (;"4',

Untuk kasus ini energi potensial U merupakan fungsi dari enam variabel
yang menyatakan posisi benda tegar, misalnya tiga koordinat ditulis
dalam X, Y, dan Z, yaitu koordinat titik pusat massa benda dan tiga
lainnya dalam (koordinat) sudut yang menyatakan arah sumbu sistem
koordinat bergerak terhadap sistem koordinat diam.

Tensor /, disebut sebagai tensor momen kelembaman atau tensor
kelembaman dari benda tegar. Dari definisi pada pers [32.2] dapat
dengan mudah dilihat bahwa tensor tersebut adalah simetris atau dengan
perkataan lain berlaku

I =1 (32.5)

Penulisan secara eksplisit tensor kelembaman /_ ini adalah sebagai
berikut

3)  Dalam bab ini huruf i, k, dan / digunakan sebagai indeks tensor, harga huruf | adalah
berjalan dari 2, Dalam hal ini untuk keseragaman penulisan digunakan tanda summasi jika
tanda summa dihilangkan, akan muncul indeks ganda (dinamakan pula sebagai indeks
penjumalahan atau summasi) dan berlaku penjumlahan untwk I, 2, dan 3: sebagai AB =
AB, A A= A*. Hubungan antara indeks summasi dapat dipilih secara sembarang (jika tidak
berhubungan dengan indeks tensor lainnya dalam rumusan yang sama).
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(Zm(yzé-:z) -Y mry -y mur:z \

I = % my:  Tomletes)e =) mys (32.6)

\ -y my: - mzsy Zm('rl_'__j!’g)/

Komponen / , I , dan I adalah momen kelembaman pada arah sumbu
sesuai dengan lndeks yang diberikan.

Tensor kelembaman mempunyai sifat penambahan momen
kelembaman suatu benda adalah sama dengan penjumlahan momen
kelembaman bagiannya.

Jika suatu benda tegar dapat dipandang sebagai benda kontinu, dari
definisi pada pers. [32.2] penjumlahan dapat dilakukan terhadap integral
volume benda yang bersangkutan

Iy = /5’(~"f ik = i) V. (32.7)

Seperti halnya tensor simetri rank dua lainnya, tensor momen
kelembaman dapat dibuat menjadi tensor diagonal dengan pemilihan
sumbu X, x,, dan x,. Sumbu-sumbu ini disebut sebagai sumbu utama
atau sumbu prinsipal dan harga-harga momen kelembaman yang
berhubungan dengan masing-masing sumbu disebut sebagai momen
kelebaman prinsipal ; momen kelembaman tersebut dinyatakan sebagai
I, 1,, dan [, Pada pemilihan sumbu x, x, dan x, energi kinetik
rotasi mempunyai bentuk sederhana, sebagai berikut

,-\
(]
|V}
(v7]

5]

Troo = = (LG + 1,03 + 1503).

LA

Patut pula diketahui bahwa masing-masing momen kelembaman
prinsipal ini tidak dapat berharga lebih besar dari penjumlahan dua
momen kelembaman lainnya sehingga berlaku hubungan
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L+1, = Z m (r? + .1?3 Es '2.1'3) > Z m (r;1 + zi) =hlat
(32.9)

Sebuah benda tegar dengan ketiga momen kelembaman prinsipal
berbeda disebut sebagai gasing tidak simetri.

Jika dua dari tiga momen kelembaman mempunyai harga sama /, =
I, # I, benda tegar demikian disebut sebagai gasing simetri. Dalam
hal ini pemilihan sumbu prinsipal yang membentuk bidang x - x,
adalah sembarang.

Jika ketiga momen kelembaman prinsipal berharga sama, berhubungan
dengan benda tegar gasing bola. Pemilihan arah ketiga sumbu dapat
dilakukan secara sembarang, ketiganya dipilih sedemikian, terletak
saling tegak lurus satu sama lain.

Perhitungan momen kelembaman suatu benda tegar akan lebih
mudabh jika benda men punyai simetri tertentu; hal ini jelas karena posisi
titik pusat dan arah sumbu prinsipal haruslah mempunyai simetri yang
sama.

Jika benda mempunyai simetri bidang, titik pusat massa benda haruslah
terletak pada bidang yang bersangkutan. Pada bidang tersebut terletak
pula dua dari tiga sumbu utama dan sumbu ketiga terletak tegak lurus
bidang. Untuk kasus demikian berhubungan dengan hal, jika semua
bagian dari sistem terletak di suatu bidang. Dalam hal ini terdapat pula
hubungan sederhana antara ketiga sumbu utamanya. Jika bidang x, —
r, dipilih sebagai permukaan sistem, x, = U untuk semua titik massa
yang terdapat pada sistem berlaku

I, = Z m:ri, I, = Z m Tfa Iy = Z ”’(-"? +~"§)-
sehingga berhubungan ketiga sumbu prinsipal dapat ditulis

B Ik (32.10)
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Jika sebuah benda mempunyai sumbu simetri yang tersusun secara
sembarang, titik pusat massa benda akan terletak pada sumbu tersebut.
Pada sumbu ini terdapat pula salah satu momen kelembaman prinsipal,
sedangkan dua lainnya berada saling tegak lurus terhadap momen
kelembaman tersebut. Benda demikian menggambarkan simetri gasing
jika simetri aksial sumbu tingginya sebagai orde kedua. Kenyataannya
setiap sumbu utama (yang terletal: tegak lurus terhadap sumbu simetri)
mempunyai perbedaan sudut rotasi sekitar 180°, berarti pemilihan
sumbu simetri ini tidak begitu jelas dan hanya akan muncul pada benda
yang mempunyai simetri gasing.

Sebagai kasus khusus yang menggambarkan sistem demikian,
adalah sistem dengan bagian-bagiannya terletak pada satu garis lurus.
Jika garis lurus tersebut dipilih sebagai sumbu x,, untuk seluruh titik
massa berlaku x, = x, = 0 sehingga dua momen kelembaman
prinsipalnya akan mempunyai harga yang sama dan momen kelembaman
lainnya sama dengan nol

[l = 12 = Z HFJ';;; [_'; —H | (}_)H)

Sistem demikian disebut sebagai rotator. suatu sifat khusus rorator,
untuk membedakannya dengna kasus lain bahwa rotator hanya mempunyai
dua (bukan tiga) derajat kebebasan rotasi, yaitu hanya rotasi terhadap
sumbu x, dan x,; suatu garis lurus yang mengalami rotasi terhadap
dirinya sebagai sumbu tidak memberikan pengaruh apapun.

Gambar 30:
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Sebagai penutup pembahasan ini akan dilihat secara khusus
perhitungan tensor kelembaman. Walaupun tensor ini dilihat dengan
menggunakan suatu sistem koordinat tertentu, dengan titik pusat massa
terletak di titik acuan sistem koordinat (hanya dengan definisi demikian
pers. [32.3, berlaku], agar perhitungan menjadi lebih mudah dilakukan
dengan menggunakan analogi, cari terlebih dahulu suatu tensor lain
dengan titik acuan di O’

2
By = E (.I‘;-ﬁ"k-'-.?‘i.“i\.

Jika jarak OO’ diketahui sebagai vektor @, r = r' + @ dan x, = X/,
+ a, berdasarkan definisi dari tittk O terdapat hubungan bahwa
Zmr = 0, diperoleh

]:k = ],'k-{—;:((f:,z(\.-,-k——r.t,akl, (32.12)

Berdasarkan persamaan ini dapat dengan mudah diketahui tensor I
Jika I, diketahui pula ¥ yang merupakan jarak kostanta, dan kaedah
ini disebut sebagai aruran Steiner.

Contoh 61: Hitung momen kelembaman prinsipal suatu molekul jika
molekul dipandang sebagai sistem titik massa dengan jarak konstan satu
sama lainnya

a) molekul terdiri dari atom yang terletak pada satu garis lurus,
b) molekul triatomik membentuk segitiga sama sisi, dan

¢) molekul beratom empat dengan masing-masing atom terletak pada
sudut suatu piramida.

Penyelesaian

a) I = 1, = l Z Ty M, [_f,,, I; = 0,

L
f a>h

a) Istilah yang dijelaskan dari pers. [32.12]
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dengan m dan m, masing-masing atom a dan b dan jarak keduanya
adalah /, Penjumlahan dilakukan untuk setiap pasangan atom yang
terdapat di dalam molekul (dalam hal ini masingmasing pasangan
a dan b dijumlahkan hanya sekali).

Untuk molekul diamotik penjumlahan hanya terdiri dari satu bagian,
dan momen kelembaman, seperti yang diharapkan, dinyatakan oleh
massa reduksi kedua atom dan kuadrat dari jarak antara keduanya

myms
][ = f_b = — "

my =+ m-

b) molekul beratom tiga, dengan masing-masing atom terletak pada
sudut segitiga samasisi (gbr. [36])

Titik pusat massa terletak pada garis tinggi segitiga pada jarak x,
= m, W/m dari alasnya. Momen kelembamannya adalah

2mym ]
- L 2 ) | 5
!l = ‘—"h'.f_' = p— .lra =3 [| B [_,_

It z

i

Gambar 37:

¢) molekul beratom empat dengan masing-masing atom terletak pada
sudut, suatu piramida (gbr. [37]).
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Titik pusat massa terletak di garis tinggi piramida pada jarak X,
= m,h/m dari alasnya. Momen kelembamannya adalah:

3m,m m a*
L =1, = ;‘ 1'h?'f'-.l) :

a
Is = mya.

Untuk m, = mdan h = a \2/3 bentuk molekul menjadi tetrahedral

dengan momen kelembaman

Contoh 62: Tentukan momen kelembaman benda tegar berikut:
a) Batang tipis panjang /[,

Penyelesaian

X /’

Gambar 38:

b) Bola berjari-jari R,

I

2
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c¢) Selinder dengan jari-jari R dan tinggi h,

t = i 7R

-

d) Empat persegi dengan panjang sisi a, b, dan ¢

Jawab :

L
[i—-{—)(b2+c"'\ 13=%{ +a?) la=:—t”+”’

(sumbu x,, x,, dan x, masing-masing paralel dengan sisi a, b,
1 2 3 g g g
dan ¢).

e) Kerucut beralas lingkaran, tinggi 4 dan jari-jari alas adalah R, dan

Jawab: Akan dihitung tensor [, terhadap suatu sumbu sistem dengan
titik nolnya berada dipuncak kerucut (gbr.[38]). Perhitungan dilakukan
dalam koordinat selinder, memberikan hasil sebagai berikut

3 R2 2 ! 3 32
[;:];:5;1 (T+h-), 13=Elufl'

Titik berat atau titik pusat massa diperoleh dengan mudah di permukaan
kerucut pada jarak a = 3h/4 dari titik puncaknya. Dari pers. [32.12]
akhirnya, diperoleh

: = 3 h? ; 2
]1=12=1l'—‘ﬂa—= Uﬂ P +T 1_’32132 IO'HP"

f) Elipoida segitiga dengan sumbu masing-masing a, b, dan c.

Jawab: Titik berat atau titik pusat massa terletak di tengah dan sumbu
kelembaman saling berimpit dengan sumbu-sumbu elipsoida. Integrasi
terhadap volume elipsoida dapat dihitung melalui volume kerucut
dengan melakukan transformasi koordinat x = a § y = b ndan z =
¢ & dengan persamaan permukaan elipsoida
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ot gt
- R R LR R
5 b* i c?

diubah menjadi persamaan permukaan bola (satuan bola):
B+ 8=

Dengan demikian, diperoleh momen kelembaman terhadap sumbu,
x sebagai berikut

Viis /] (0 + 2%)drdydz = pabe // '+ )

dédp d¢
atau | v B =
I| == Hhr':l H’f"—;—(")_

dengan /' adakah momen kelembaman satuan bola. Dengan volume
elipsoida 4mabce/3 akhirnya diperoleh momen kelembaman

L

h=:s@®+e), hL=L@4e) 1= = (a4 4).
5] e

Contoh 63: Tentukan frekuensi getaran kecil bandul fisis (sebuah
batang tegar yang digantungkan vertikal, bergetar dalam pengaruh
medan gaya berat).

Penyelesaian: Misalnya [ adalah jarak titik pusat massa bandul
terhadap sumbu rotasi, a, b, dan y adalah sudut yang melambangkan
arah sumbu prinsipal (utama) kelembaman terhadap sumbu rotasi.
Sebagai koordinat variabel adalah ¢ yaitu sudut yang dibentuk oleh
sumbu vertikal dan batu duga terhadap titik pusat massa pada sumbu
rotasi. Kecepatan titik pusat massa adalah V =1 ¢ dan proyeksi
kecepatan sudut pada sumbu prinsipal kelembaman adalah ¢ cos a,
dan @ cos B cos Y. Dengan anggapan bahwa sudut @ kecil, diperoleh
energi potensial, sebagai berikut
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1
U=pgl(l—cosyp)~ spgls

Dengan demikian, persamaan Lagrange bandul fisis, diperoleh

g RS s
L = Ei—;p +-l-([; cos® a + [, cos® 3)3° —f—”—y:

Frekuensi getaran bandul, diferoleh

24D pyl

w2+ 1 cos®’a+1; cos? 3+ 1y cos?y

r
|
1
I
1
|
|
I
|
l

Gambar 39:

Contoh 64: Hitung energi kinetik sistem yang digambarkan pada gbr.
[39]; OA dan AB adalah bola tipis dengan panjang [ yang masing-
masing dihubungkan dengan engsel pada titik A. Balok OA mengalami
rotasi (pada bidang gambar) terhadap titik O sehingga balok AB akan
tergelincir sepanjang sumbu x.

Penyelesaian: Kecepatan titik pusat massa balok OA (terletak di tengah
balok) adalah /@/2, dengan ¢ adalah sudut AOB. Dengan demikian,
energi kinetik balok OA, diperoleh sebesar

!_
Toa = ”—¢ -

(n adalah massa balok).



195

Koordinat catersian dari titik pusat massa batang AB  adalah

31
X = 1)— Cos . Y =

SHL L.

e | =~

Gambar -10:

Kecepatan sudut rotasi dari balok ini juga sama dengan ¢ dan energi
kinetiknya menjadi

5 * et LR
¢ = %(] + 8&sin" o)y + —?—

Maka energi kinetik total sistem adalah

oo 2 i
Tap = - (XA° +% )+—,

l'f: : * ) .2
T'=Toa+Tas = #'5— (L + 3 sinv) 27

(dari contoh 65 a harga telah diketahui harga / = p/%/12).

Contoh 65: Tentukan energi kinetik sebuah selinder (jari-jari R) yang
menggelinding pada permukaan selimutnya. Massa selinder terdistribusi
di dalam volumenya sehingga salah satu dari sumbu selinder paralel
dengan salah satu sumbu prinsipal pada jarak a pada sumbunya;
misalnya momen kelembaman pada sumbu prinsipal ini adalah /.

Penyelesaian: Misalnya sudut ¢ adalah sudut antara garis vertikal dan
titik pusat pada massa yang terletak pada sumbu selinder (lihat gbr.
[40]). Gerak selinder setiap saat dapat dipandang sebagai gerak rotasi
murni terhadap sumbu rotasi sesaat yang sama dengan garis singgung
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selinder dengan lantai; kecepatan sudut rotasi ini adalah ¢ (kecepatan
sudut rotasi pada sumbu yang paralel adalah sama). Titik pusat massa

selinder berada pada jarak\Va® + R ° 2a R cos ¢ dari sumbu rotasi
sesaatnya sehingga kecepatan pusat massa

adalah V = ¢ V'@ + R? - 2a R cos ¢. Energi kinetik total adalah

=

,)] 3
(a®>+ R* - 24 R cos °) e dot 2~

W=

Contoh 66: Tentukan energi kinetik sebuah selinder homogen dengan
Jari-jari a yang menggelinding pada bidang sebuah selinder berjari-jari
R (gbr. [41]).

Penyelesaian: Sudut ¢ adalah sudut antara garis vertikal dan garis
hubung titik tengah kedua selinder. Titik pusat massa selinder yang
menggelinding terletak pada sumbu tersebut dan mempunyai kecepatan
V = ¢ (R-a). Kecepatan sudut rotasi dicari dengan menganggap rotasi
yang terjadi adalah rotasi murni terhadap sumbu rotasi sesaat yang sama
dengan garis singgung bidang selinder tempat selinder berjari-jari a
menggelinding, besarnya adalah

Jika [, adalah momen kelembaman terhadap sumbu selinder, didapat

L I | 1'(R_a)z.ﬂ :‘ 3 ¥ o
T=pR-al@’+ ——¢' = THR )

Gambar 41:



197

(/, dapat dilihat kembali contoh 65c¢).

Contoh 67: Tentukan energi kinetik sebuah kerucut homogen yang
menggelinding pada bidang datar.

Penyelesaian: Sudut antara garis singgung kerucut OA dan lantai
disimbolkan sebagai © yang mempunyai arah tertentu (gbr. [42]). Titik
pusat massa terletak pada sumbu kerucut dan kecepatanya adalah
V = a cos a®, dengan sudut 2a merupakan sudut puncak kerucut dan
a adalah jarak titik pusat massa terhadap puncak kerucut. Kecepatan
sudut rotasi diberikan sebagai kecepatan rotasi murni terhadap sumbu
rotasi sesaat OA
o ot e o b o

a sin a

Salah satu sumbu prinsipal kelembaman (sumbu x,) bertumpuk sama
dengan sumbu kerucut, sedangkan sumbu lainnya (misalkan x,) dipilih
tegak lurus terhadap sumbu kerucut dan garis OA. Kemudian proyeksi
vektor {2 (yang ditunjukkan paralel terhadap sumbu OA) terletak pada
sumbu prinsipal kelembaman Q sin a, 0, dan o cos o. Dengan demikian
energi kinetik yang dicari sebagai berikut
2
= f‘oi cu:)s"’r.t-("-)2+—i_r)—l cos® a-0°+

[y cos' alpha .,  3puh?

(:)2

2 sin° a 10
(1+3 cos’ a)

o :'_1 , dan g diambil dari contoh 65e).

(h adalah tinggi kerucut, harga /

Contoh 68: Tentukan energi kinetik sebuah kerucut homogen dengan
lingkaran alasnya menggelinding pada bidang datar dan titik puncaknya
berada pada suatu titik diam.
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p

X/‘ Gambar 12:

Penyelesaian: Misalkan sudut © sebagai sudut yang menyatakan arah
permukaan kerucut pada bidang datar, terhadap proyeksi kerucut pada
bidang tersebut (gbr. [43]. Kecepatan titik pusat massa adalah v = a©
(relasi ini adalah sama seperti contoh 70). Sumbu rotasi sesat kerucut
adalah sama dengan garis OA yang dibentuk kerucut, yang melalui titik
singgung A pada bidang datang. Titik pusat massa terletak pada jarak
a sin o dari sumbu ini, sehingga berlaku
Vs ©

asin @ SIR @

P

Z

Gambar 43:
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Proyeksi vektor  pada sumbu prinsipal kelembaman (sumbu x, dipilih
tegak lurus terhadap sumbu kerucut dan garis OA), yaitu £ sin o =
00 dan cos o = O cos o sehingga diperoleh energi kinetik dalam bentuk

pat iq

/. P P SN R 7 R A
e -+;'6~+§@- S e i (—)-( +a)

2 40 cos? oy

Contoh. Tentukan energi kinetik suatu elipsoida homogen bersumbu
tiga yang mengalami rotasi pada salah satu sumbunya (pada gbr [44]
digambarkan sebagai garis AB), sementara sumbu ini juga mengalami
rotasi pada arah CD, yang terletak tegak lurus terhadap sumbu AB dan
melalui titik pusat massa elipssoida.

Penyelsaian: Misalnya, sdut putar terhadap sumbu CD adalah Q dan
terhadap sumbu AB (yaitu sama dengan sudut antara CS dan sumbu
prinsipal kelembaman x, terletak tegak lurus (AB) adalah @.

e

Gambar 44:

Maka sebagai proyeksi € pada sumbu kelembaman adalah

O cos v - 'O sin . @
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(dengan sumbu prinsipal kelembaman berimpit dengan sumbu AB)
Dalam hal ini titik pusat massa yang terletak di tengah elipsoida berada
dalam keadaan diam maka energi kinetik sistem menjadi

| 2 A2 l « 2
4= 3(1, cos’ o+ [, sin® ) ©% 4+ = 37

Contoh 70: Sama dengan pertanyaan di atas jika sumbu AB miring
dan elipsoida terhadap sumbu ini adalah simetris.

Penyelesaian: Proyeksi dari vektor (! pada sumbu AB dan pada dua
sumbu prinsipal kelembaman yang tegak lurus terhadapnya (dapat
dipilih secara sembarang) adalah

O cos a cos O cos a sin g, ¢ + O sin @,

! 9

Gambar -15:

Energi kinetik diperoleh

1 i - :
T'= 511 cos’a - O + —;;-{t,b-}-@ sin ¢2)°%.
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33. Momentum Angular Benda Tegar

Besar suatu momentum putar (momentum angular) suatu sistem,
seperti telah diketahui, bergantung pada pemilihan sistem koordinat.
Dalam mekanika benda tegar titik acuan momentum angular biasanya
untuk memudahkan rumusan permasalahan, dipilih titik nol sistem
koordinat bergerak, atau titik pusat massa benda yang mengalami
koordinat bergerak. Dalam pembahasan ini akan dibicarakan pengertian
yang terkandung dalam definisi momentum angular M.

Jika tidak acuan koordinat dipilih berimpit dengan titik pusat massa
benda, berdasarkan pers. [9.6], momentum angular M akan berimpit
pula dengan "momentum angular karakteristik" (momentum angular
eigen), yang dihasilkan hanya oleh gerak titik-titik benda tegar relatif
terhadap titik pusat massa benda. Dari definisi M = X m [r, v] dan
v harus dinyatakan dalam [Qr] sehingga diperoleh relasi

M=) [r@rr=) m (rPQ—r(rQ)}

atau penulisan dalam tensor
2 | e RS R
M; = Z mA{ri Qi —ain Q) = N }_—: m oy ik Tilk) -

Dari definisi tensor momen kelembaman pada pers. [32.2] akan
diperoleh hubungan

M, = [aO (33.1)

Jika sumbu-sumbu x, x, dan x3 berada pada arah sumbu prinsipal
kelembaman, akan diperoleh rumusan

Ml = [l er M‘) = [_) Qg. M:g = }[;; Q; f‘;;_))

Untuk gasing berbentuk bola (gasing bola) yang mempunyai tiga sumbu
prinsipal kelembaman saling berimpit akan diperoleh hubungan sederhana

M= L (33.3)
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berarti bahwa vektor momentum angular adalah sebanding dengan
vektor kecepatan sudut dan akan mempunyai arah yang sama dengannya.

Untuk benda berbentuk sembarang umumnya vektor M tidak akan
terletak paralal terhadap €2, tetapi benda dirotasikan

M  ‘_/'_)

Gambar 46:

terhadap salah satu sumbu prinsipal ini. Maka akan didapat M dan
2 mempunyai arah yang sama. Selanjutnya pandang gerak bebas sebuah
benda tegar yang tidak dipengaruhi oleh medan gaya apapun. Gerak
transalsi beraturan yang tidak menjadi pokok perhatian pada pembahasan
ini, tetapi hanya berhubungan dengan gerak rotasi bebas.

Seperti halnya berlaku untuk setiap sistem tertutup, momentum
angular suatu benda yang mengalami rotasi bebas adalah konstan. Untuk
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gasing berbentuk bola, adanya hubungan sederhana M = konstan
menyebabkan pula £ = konstan. Berarti bahwa rotasi bebas suatu gasing
berbentuk bola merupakan gerak rotasi beraturan terhadap suatu sumbu
tetap.

Hal sederhana lain juga terdapat pada sebuah rorator. Padanya
berlaku relasi M = IQ, dengan Q terletak tegak lurus terhadap sumbu
rorator. Oleh karena itu, rotasi bebas suatu rorator merupakan gerak
rotasi beraturan pada suatu bidang dengan arah tegak lurus terhadap
bidang yang bersangkutan.

Hukum kekekalan momentum angular dapat pula digunakan
untuk menghitung gerak rotasi bebas yang sangat kompleks suatu
gasing simetri.

Dengan menggunakan kenyataan bahwa pemilihan arah sumbu
prinsipal kelembaman x, dan x, (yang terletak tegak lurus terhadap
sumbu simetri x,) dapat dilakukan dengan bebas (baca; sembarang) dan
sumbu x, terletak pada bidang, yang melintang melalui vektor M
(dengan perkataan lain saling berimpit denga vektor M) dan sumbu
x,. Dengan demikian, maka harga M, = 0 dan selanjutnya menurut
pers [33.2] diketahui pula bahwa W, = 0. Hal ini mempunyai arti bahwa
arah dari vektor M, Q, dan sumbu gasing setiap saat akan terletak
pada satu bidang (lihat gbr. [46]. Oleh karena itu, diperoleh pula hal
lain, bahwa kecepatan n = [C)r] setiap titik yang terletak pada sumbu
gasing setiap saat akan terletak tegak lurus terhadap bidang yang
disebutkan di atas; atau dengan perkataan lain, sumbu gasing mengalami
rotasi secara beraturan (lihat penjelasan di bawah) terhadap arah M,
dengan lintasan berbentuk “lingkaran gasing” (disebut pula gerak
presesi beraturan dari gasing). Bersamaan dengan gerak presesi gasing
juga mengalami rotasi secara beraturan terhadap sumbunya sendiri.

Kecepatan sudut kedua gerak rotasi ini secara sederhana dapat
dinyatakan dalam harga momentum angular M yang diketahui sebelumnya
dan sudut kemiringan sumbu gasing © terhadap arah M. Kecepatan
rotasi gasing terhadap sumbunya sendiri adalah sama dengan proyeksi
komponen vektor kecepaan sudut Q, yaitu €, pada sumbu tersebut
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la = A—li = ‘—[ cos ©. (33:4)

-fa 3

Untuk mencari kecepatan sudut gerak presesi Q  vektor Q harus
diuraikan dalam dua komponen, yaitu pertama komponen yang berada
sepanjang sumbu x, dan komponen yang berada sepanjang vektor M
dengan menggunakan aturan paralelogram. Komponen pertama tidak
menyebabkan miringnya sumbu gasing, sedangkan komponen kedua,
tidak lain adalah kecepatan sudut gerak presesi yang dicari. Dari
gambaran yang terdapat pada gbr. [46] diperoleh bahwa sin o

Q dan Q = M/l = M sin ©/] sehingga kecepatan sudut gerak
presesn sendm dldapat

M
0 = — 33.5)
o 7 (33.3)

34. Persamaan Gerak Benda Tegar

Benda tegar secara umum mempunyai enam derajat kebebasan
karena persamaan geraknya juga akan mengandung enam persamaan
yang saling independen satu sama lain. Akan tetapi, semua persamaan
tersebut dapat ditulis dalam satu bentuk, terdiri dari dua turunan suatu
vektor terhadap waktu, yaitu vektor momentum dan momentum angulat
benda tegar.

Persamaan itu pertama diperoleh dengan cara sederhana, dengan
anggapan bahwa benda tegar tersusun oleh sejumlah partikel yang
mempunyai momentum p = f sehingga momentum benda tegar adalah
sama dengan penjumlahan dari semua vektor momentum partikel (p
adalah momentum dan F adalah masing-masing gaya partikel). Maka
momentum total benda tegar dapat ditulis

P=Y p=mu?¥

dan gaya total yang bekerja pada benda adalah Z f = F. atau

dP B

341
dt - 4)
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Nalaupun F didefinisikan sebagai penjumlahan gaya-gaya f yang
rerasal dari partikel yang mengisi benda tegar, sebenarnya dimengerti
rahwa f sebagai gaya yang bekerja antara sesama partikel. Akan tetapi,
" dalam pengertian ini adalah gaya yang berasal dari luar yang bekerja
rada partikel. Sementara gaya-gaya interaksi yang bekerja pada partikel
)engisi benda tegar adalah saling meniadakan satu sama lain; dengan
idak adanya gaya luar, seperti halnya pada sistem tertutup lainnya,
nomentum benda tegar haruslah sebagai konstanta gerak, dengan
rerkataan lain haruslah berlaku F = 0.

ika U adalah energi potensial benda tegar yang dipengaruhi gaya luar,
7 dapat dicari dari turunan energi potensial terhadap koordinat pusat
nassa

[ dU-
dR’

¥i= (34.2)
Jleh karena itu, adanya pergeseran benda tegar sebesar SR vektor
ruang” r setiap titik massa (partikel) juga mengalami perubahan yang
ama besarnya sehingga perubahan energi potensial sistem keseluruhan

w*:Za—U&r:sRZBU = —5RZf=—FéR.

ar

Pers. [34.1] tidak lain berhubungan denga persamaan Lagrange
lalam sistem koordinat pusat massa, yaitu

4 9L _ oL
dt V.~ OR
engan fungsi Lagrange pada pers. [34.2] berlaku pula
L JL au
— =uV = P, —_—= e =
.5 JR ~ " 8R

Jntuk menurunkan peramaan gerak kedua harus dicari turunan vektor
nomentum angular M terhadap waktu. Untuk menyederhanakan
umusan, dipilih sistem koordinat inersial (sistem koordinat diam)
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sehingga titik pusat massa benda dalam sistem koordinat ini, dalam
interal waktu berada dalam keadaan diam.

Diketahui
S B
ﬂ«f:—(gthJ:Z[ij—;Z[Tp}.

Dengan pemilihan sistem koordinat di atas (yaitu V =0), maka r dalam
interval waktu ini akan sama dengan v = r. Karena vektor v dan p
= mv mempunyai arah yang sama, haruslah berlaku bahwa [rp] = 0.
Jika p selanjutnya digantikan dengan f, akhimya diperoleh persamaan,
sebagai berikut

dM

PR (3433
ot

dengan
I\F = 7 {.'. f \}44!

Oleh karena itu, M didefinisikan sebagai momentum angular titik
pusat massa (lihat awal pembahasan pada §33), besaran ini tidak
berubah terhadap transformasi dari satu sistem inersial ke sistem inersial
lainnya. Dari pers. [9.5] dapat dilihat dengan jelas jika R = 0. Dengan
demikian, diperoleh persamaan gerak yang dinyatakan pada pers. [34.3].
walaupun telah diturunkan berdasarkan pemilihan sistem koordinat
tertentu, berdasarkan prinsip relativitas Galilei berlaku pula untuk
sistem inersial sembarang.

Vektor [rf] disebut sebagai momen (momen putar) dari gaya f
sehingga dapat disimpulkan bahwa K tidak lain merupakan jumlah dari
semua momentum angular yang bekerja pada benda.

Demikian pula untuk kasus gaya total F, diperlukan praktis hanya
memandang penjumlahan gaya luar pada pers. [34.4]; berdasarkan
hukum kekekalan momentum angular yang menyatakan bahwa jumlah
seluruh momentum angular, yang termasuk atau bekerja di dalam sistem
tertutup, haruslah sama dengan nol.
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Momen putar dan momentum angular secara umum bergantung
pada pemilihan sistem koordinat. Pada pers. [34.3] dan [34.4] kedua
besaran tersebut didefinisikan dalam sistem koordinat pusat massa.

Pada pergeseran titik nol (titikm acuan) sejauh @ maka vektor jari-
jari titik yang baru r' mempunyai hubungan dengan vektor lama r
sebagai berikut: r = r' + a sehingga didapat hubungan untuk K

K=3rfl=>["f+> laf

K = K' + [a F). (34.3)

atau

Dari persamaan di atas dapat dilihat bahwa harga momen putar tidak
bergantung pada pemilihan titik awal atau titik acuan sistem koordinat,
jika gaya F = 0 (dalam hal ini dikatakan bahwa pada benda terdapat
gaya berpasangan).

Pers. [34.3] dapat ditulis sebagai persamaan Lagrange sebagai
berikut:

JL 1.

20 " e
jika sistem dipandang dalam koordinat sudut.

Hal ini dapat dibuktikan dengan menurunkan persamaan Lagrange,
pers. [34.4], terhadap vektor keceptan sudut Q.

oL
99;

= L. Qe = M.

Perubahan energi potensial U benda dirotasikan membentuk sudut
infinitisimal dQ adalah

SU = —Z Jor = —Z flop-r] = —pZ[rf]=-—I\"M,o.
dengan au

—I\ = —'F):

(31.6)
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sehingga didapat hubungan
dL v
do o

Sekarang andaikan bahwa vektor F dan K terletak saling tegak lurus
satu sama lain. Dalam hal ini selain perlu diketahui vektor @ dan K’
yang terdapat dalam pers. [34.5] adalah sama dengan nol, berlaku:

K = [aF)]. (34.7)

Pemilihan vektor a dalam hal ini belum jelas; vektor ini dapat dipilih,
misalnya paralel terhadap vektor F, tanpa mengubah pers. [34.7]. Syarat
K' = 0 tidak memberikan arti tentang suatu titik tertentu yang terdapat
di dalam sistem koordinat diam, tetapi sebuah garis lurus. Untuk kasus
K * K pengaruh gaya-gaya luar dapat direduksi menjadi satu-satunya
gaya F yang bekerja sepanjang garis lurus tersebut.

Sebagai contoh kasus ini, misalnya sebuah partikel terdapat dalam
pengaruh suatu medan gaya f = eE, vektor E adalah vektor konstanta
yang mengkarakteristikkan medan gaya dan ¢ merupakan suatu besaran
karakteristik partikel® sehingga didapat

F'=EZ€ K = [Z m'E}
Diandaikan bahwa X e # 0 dan r didefinisikan
DT
= Z t ;

Maka akan diperoleh rumusan sederhana dari momentum angular total
sebagai berikut

(3-£.8)

To

5)  Untuk kasus medan gaya listrik, E adalah kuat medan listrik homogen dan e muatan partikel,
sedangkan untuk kasus partikel di dalam medan gaya gravitasi E digantikan dengan vektor
gravitasi g dan e digantikan oleh m, yaitu massa partikel.
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K =47, F) (34.9)

Gerak benda tegar di dalam medan gaya terjadi karena pengaruh satu-
satunya gaya F yang bekerja pada suatu titik denga vektor jari-jari yang
didefinisikan oleh pers. [34.8]. Posisi titik ini secara utuh ditentukan
oleh sifat dari benda tegar itu sendiri; di dalam medan gaya berat,
misalnya titik tersebut berimpit dengan titik pusat massa benda.

35 Sudut Euler

Seperti telah disebutkan di atas, gambaran gerak benda tegar
dapat dinyatakan dalam tiga koordinat sistem titik pusat massa dan tiga
koordinat sudut yang menentukan arah sistem koordinat bergerak x,
X,, dan x, terhadap sistem koordinat diam X, Y, dan Z. Selain itu, untuk
memudahkan rumusan gerak sering pula digunakan sudut Euler.

Dalam pembahasan ini akan digunakan tiga sudut yang menjadi
pokok perhatian, yaitu sudut antara sumbu koordinat dengan patokan

Gambar 17:
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bahwa kedua titik acuan sistem koordinat adalah sama (lihat gbr. [47].
Perpotongan bidang x, - x, dari sistem koordinat bergerak dengan
bidang X — Y dari koordinat diam merupakan garis lurus (garis ON
pada gbr. [47], yang disebut garis perpotongan. Garis ini terletak tegak
lurus terhadap sumbu Z dan x,. arah positifnya dipilih sesuai dengan
arah vektor yang dibentuk oleh [zx,] (dengan z dan x, masing-masing
sebagai vektor satuan pada arah sumbu Z dan x,).

Untuk menentukan posisi sumbu-sumbu x,, x, dan x, terhadap sumbu
X, Y, dan Z dipilih sudut berikut © adalah sudut antara sumbu Z dan
X, sudut ¢ adalah antara sumbu X dan N dan sudut y adalah sudut
antara sumbu N dan x . Arah bertambah besarnya sudut ¢ dan ¢ adalah
sesuai dengan arah putar kanan terhadap sumbu Z dan x,. Harga sudut
© bervariasi dari 0 hingga m, sementara sudut ¢ dan  adalah dari
0 hingga 2n®

Selanjutnya akan dicari komponen-komponen hubungan vektor
kecepatan sudut £ terhadap titik acuan sumbu koordinat X5 X , dan
x, yang dinyatakan dalam sudut Euler. Untuk kepentingan ini semua
kecepatan sudut, yaitu 9 ®, v haruslah diproyeksikan pada sumbu ini.
Kecepatan sudut © sesuai dengan arah dan berada pada garis perpotongan
ON dan komponen-komponennya pada masing-masing sumbu x,, x,,
dan x, adalah

@1 = O cos ¢, (;)_: = O sin ¢. Oy = 0.

Kecepatan sudut ¢ berada pada sumbu Z dan proyeksinya pada sumbu
X,, X,, dan x, adalah

I
{;'33 = ¢ cos ©
dan proyeksinya pada bidang x, — x, adalah

¢ sin Q

6)  Sudut © dan @ - /2 menggambarkan arah polar dan azimat dari arah x, terhadap sumbu
X. Y. dan Z Di samping itu © dan n/2 - y menggambarkan sudut’polar dan azimut sebagai
arah Z terhadap sumber x,, x,, dan x,.
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sehingga proyeksi kecepatan sudut ini pada sumbu x, dan x, adalah
Vv, = ¢ sin © sin v, (52=q'>sin®cos .

Kecepatan sudut ¢ berada pada arah sumbu x,
Jika seluruh komponen-komponen kecepatan sudut ditambahkan untuk
masing-masing sumbu, diperoleh komponen £, sebagai berikut

0, = $sinOsind+ O cos &
0y, = $sin© cos & — O sin ¢ (33.1)

Qy = ¢ sin O cos &+ o

Jika sumbu-sumbu z,, X, dan x, dipilih sebagai sumbu prinsipal benda
tegar, energi kinetik rotasinya dapat dinyatakan dalam sudut Euler, yaitu
dengan mensubstitusikan pers. [35.1] ke pers [32.8].

Untuk gasing simetri berlaku /, = I, # I,, dengan menghitung
kembali energi kinetik rotasi benda tegar, didapat relasi

; ; o Ly, s G i 2
Tosi = %{,&2 sinf@ +06°) ~ T (P cos O+ i’ (35.2)

Dapat dilihat bahwa rumusan energi kinetik seperti di atas dapat
dilakukan dengan mudah, yaitu dengan menggunakan kenyataan bahwa
pemilihan sumbu prinsipal x, dan x, untuk gasing simetri dapat
ditentukan secara sembarang. Jika diandaikan sumbu x berimpit dengan
garis ON, @ = 0, komponen kecepatan sudut € dapat dinyatakan
dengan rumusan lebih sederhana, sebagai berikut

0,=0, 0=¢sin® 0 =ycos O+ (35.3)
Sebagai contoh penggunaan sederhana sudut Euler akan dibahas
kembali gerak bebas gasing simetri.

Sebagai arah sumbu Z dari sistem koordinat diam dipilih arah
momentum angular gasing M yang konstan. Sumbu x; dari sistem
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koordinat bergerak ditunjukkan berada pada arah sumbu figur gasing
dan pada saat yang sama sumbu x adalah berimpit dengan garis
perpotongan. Dengan demikian, komponen vektor M diperoleh dengan
pertolongan pers. [35.3], sebagai berikut

M = L0 =10,

M-'! = I; Q: - [;y‘ sin O,

My = [0 = [3iy cos O = d).

Di samping itu, sumbu x, (garis perpotongan) berada tegak lurus
terhadap sumbu Z sehingga didapat
M =0, M2 = MsinQ, M,=Mcos Q

Jika kedua persamaan di atas disamakan, diperoleh relasi
0=0, Le=M I cos©+t) =M cos 0. (35.1)

Dari persamaan pertama pada pers. [35.4] diketahui pula bahwa © =
konstan, atau berarti pula bahwa sudut kemiringan sumbu figure gasing
terhadap arah M adalah konstan. Persamaan kedua menentukan (sesuai
dengan pers. [33.5] kecepatan sudut gerak presesi, yaitu ¢ = M/l ;
sedangkan persamaan ketiga menentukan kecepatan sudut rotasi dari
gasing terhadap sumbunya sendiri.

Contoh 71: Bahas gerak dari gasing simetri yang berada di dalam
medan gaya berat jika titik terendahnya berada dalam keadaan diam.

Penyelesaian: Titik acuan sistem koordinat diam dan bergerak dianggap
berimpit pada titik O dari gasing; sumbu Z terletak tegak lurus ke atas
(gbr. [48]). Fungsi Lagrange gasing di dalam medan gaya berat adalah

L +ul?

9

N2 «7 .7 5 ! ‘ ;7
b= (O'+-,;'sur@}—}-—_j—-ﬂ[rl'ﬁ-t,:cos(-);'—;r.yz'r_os G)

1 adalah massa gasing dan / adalah jarak titik pusat massa gasing ke
titik terendah.
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v dan ¢ adalah koordinat siklik. Dalam hal ini, diperoleh dua integral
gerak, yaitu

f)l (4 + ,, cos O) = konstan = M‘.} (1)
t)rl

Py =

X 4

Gambar -3:

= (/] sin*© + [ cos’ O)yp + I3 P cos © = konstan
= M)
dengan I' = [ + puP (p, dan py menggambarkan komponen momentum

angular yang terdapat pada titik O pada arah sumbu x, dan Z). Selain
itu, energi sistem tetap konstan

E.= (6 +¢? sin’ Q) + 11+¢,:L0~ O+ pglcos O, (3)

] M
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dari pers. [1] dan [2] didapat

. M. =M cos0 4
U (s b
v o M M. = M5 cos0

3G B g Pl . |
1 I, co T (5)

Dengan mengeliminasi @ dan y pada persamaan energi (pers. [3],
diperoleh

[}

B = ?'r_i)—‘ +Ug, 1O
dengan relasi
M3 . (M. —M,cos0)°
V= E———pugl, & Q) =.- : -
e e sz of(©) 20 snre MY

(I=cos ©). (6)

Dengan menentukan © dan memisahkan variabel, selanjutnya akan
didapat persamaan

l-—/ G
= — (
VHE = Ua(©)) E

(integral pada pers. [7] adalah integral eliptik). Dengan petolongan pers.
[4] dan pers. [5] sudut-sudut ¢ dan y dapat ditentukan dalam varibal
© pangkat dua.

Variasi sudut © ketika gasing dalam keadaan bergerak dapat
ditentukan dari ketidaksamaan E’ > U (©). Fungsi U (©) akan berubah
menjadi e (untuk kasus M, # M) pada © = 0 dan © = 1t dan mempunyai
harga minimum antara dua titik tersebut. Kesamaan E' = U, (©)
mempunyai dua akar yang menentukan kemiringan sumbu figur antara
sudut ©, dan ©, terhadap sumbu vertikal.

Apakah tanda dari ¢ pada penurunannya berubah atau tidak, jika
harga sudut © "berjalan” dari © hingga ©,, ditentukan oleh tanda
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dari M_ - M, cos © bcrubah atau tidak. Jika tidak ada perubahan tanda
dari j, berau bahwa sumbu figur gasing akan mengalami gerak presesi
_secara monoton terhadap sumbu vertikal dan terjadi getaran ke atas
dan ke bawah (disebut nutasi) (libat gbr. [49a] garis menunjukkan
trayektori atau lintasan, sumbu figur digambarkan

c)

2)

Galh'lha,r 40

berada di permukaan bola dengan titik tengah adakah titik tetap gasing).
Dengan berubahnya tanda @, arah gerak presesi pada kedua batas
lingkaran menjadi berlawanan arah sehingga gerak sumbu figur terhadap
sumbu vertikal dapat digambarkan sebagai kurva melingkar (lihat gbr
[49b]. Tika pada akhirnya antara dua harga O, dan ©,, harga perbedaan
M —M, cos ©® = 0, pada batas lingkaran yang digambarkan pada gbr
[49] harga ¢ dan W juga sama dengan nol, lintasan gerak sumbu figur
persis seperti digambarkan pada gbr. [49c].

M3 ougly
UP ) _3._,_*.’;. AT
£ (8!‘ )O.

di mana berlaku syarat M?, > 41, pt gl atau didapat hubungan sebagai
berikut |

0?> i’—";-’-"’—’
13
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atau didapét‘ h‘uf:uungan, sebagai - berikut

! ﬁﬁ" '

"~ Gambar 50:

Contoh 72: Tentukan gerak sebuah gasing untuk kasus energi kinetik
rotasi eigennya adalah besar dibanding dengan-energi medan gravitasi
(gasmg sepertl ini disebut pula sebagai "gasing cepat”). !

Penyelesalan Apablla untuk pendekatan pertama gaya berat d1aba1kan
gerak gasing berhubungan dengan gerak prosesi sumbu figur pada arah
sesvai dengan arah vektor M (dalam hal ini gerak berhubungan dengan
kasus nutasi gasing); gerak tersebut adalah sesuai dcngan pers. [33.5],
dengan kecepatan sudut : . . ae

M
Ql‘lll;l: —_ ?l. :

Untuk pendekatan selanjutnya tetjadi perlambatan gerak presesi momentum
angular M pada arah. vertkal (gbr [50]) Untuk menentukan kecepatan
presesi demikian bagi persamaan gerak pada pers. [34.3] h

d l‘VI '
-

dengan periode nutasi. Momen dari gaya berat yang bekerja pada

="K
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gasing ‘adalah ‘K" = u (2], denga n, adalah vektor satuan pada arah
‘sumbu “figur. Dengan “dasar s:metrl sebaga: “hasil, perata—rataan K
'terhadap “kerucut nutasi", diketahui bahwa n, dapat dlgantlkan dengan
fproyeksmya cos aMIM, pada arah M (o adalah sudut antara M dan
sumbu ‘figur). Dengan démikian, diperoleh persmaaan

L

d_dJ\;_I = —coénﬁi[glv[]

Persamaan ini mengandung pengeman bahwa vektor M terhadap arah

. B

.
2

‘ .' ,ul cos '
QPr =. —T—g o ‘*
(€, adalah. kecil dibanding dengan Q)

3

Pada pendekatan yang dlblcarakan di atas besaran yang ditulis pada’
pers [1] dan {2], M dan cos o adalah konstanta (walaupun keduanya
bukan merupakan mtegral -gerak). Keduanya mempunyai hubungan erat
dengan integral gerak Edan M, _untuk pendekatan yang sama, dalam

bentuk _
. Mg = M-cbs a, £~ (t.‘o: o + su}fﬂ) ’
. i -

36 Persamaan Euler - B — ‘:

Pada § 34 telah dibahas persamaan gerak yang berlaku untuk
sistem koordinat diam turunan dari dP/dt dan dM/dt pada pers. [34.1]
dan [34.3] ‘menyatakan perubahan vektor P dan M dalam sistem
koordinat tersebut. Hubungan antara komponcn-komponen momentum
angular:M benda-tegar dan komponen-Komponeri kecepatan sudut lebik
sedérhana lagi dapat diperoleh dari sistem koordinat bergerak, dengan
sumbu-sumbunya adalah sama dengan sumbu prinsipal sendiri. Untuk
.-mendapatkan hubungan ini harus”* dilakukan trans.formas: koordinat
- sistem koordmat dlam ke sistem koordmat bg'gcrak X, 12 ‘dan x3...

I
I
j-
-
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DlasumSIkan ‘bahwa dAdt .adalah kecepatan perubahan suaty
vektor A sembarang dalam mstem koordinat .diam..Jika vektor A tetap
'konstan dalam sistemn koordmat yang mengalami rotasi, setelah dilakukan
transforrna31 untuk perbedaan faklor rotasi dlbandmg dengan harga A
untuk smtem koordinat diam; perbedaan tersebut. dapat ditulis

(lA

o = @ 4]
(hhat §9, seperti diketahui pada pers. 1. ]] dan [9.2] bahwa relast di
atas berlaku untuk vektor sembarang). Secara umum pada rias kanan
persamaan ini harus d:tambahkan perubahan kecepatan vektor A .dalam
sistem koordinat bergerak; mlsalnya perubahan kecepatan tersebut
ditulis dAldt sehingga dldapat relasi -

dA d'A ,
Et—‘ df T [O Al . (361)

Dengan pertolongan rum__us_an umum ini maka pers. [34 1} dan,
[34.3] dlubah dalam bentuk’ . ° , . .

d P cl’ﬂ!
-!- [ﬂ P) = F -

+OM] = (36.2)

Persamaan di atas menyatakan turunan terhadap waktu besaran P dan
M dalam sistem koordinat bergerak. Dengan demikian, dapat dilakukan
proyeksi sumbu-sumbu sistemn ini secara langsung dan ditulis sebagai:

dPN 4P dM) _dMy
(dt _Ff.—.-“’. Aode /. d

(o ¥

dengan 1ndeks 1 2 dan 3 masmg—masmg meiambangkan sumbu X
Xy dan x,. Substntusnkan =m¥V pada pers. [36 2] schingga. dldapat

gt

d‘r’ ETY " EEEI ""
0 I -_-r) i . r R



L ('_-' ,'+-Q:; 1= VJ) = Fa, ‘ (36.3)

Dengan mengandaikan bahwa sumbu-sumbu X,» X, dan x, adalah
sebagai sumbu prinsipal persamaan kedua pada pers. [36.2] ditulis M,
= ], 0 dan seterusnya, didapat
IQ ' A Y — 4 -
[l E_“l--{- ([1 — !3).0.-_1 Q.‘i - ;\l-'
af

[-zglilii-i—(fl_— L) Qs = Ra, (36.4)
d :
It}%%‘l‘([‘l — 1) 0 = ks

Pers, [36.4] disebut sebagai persamaan Euler.

Untuk rotasi bebas berlaku K = 0 sehingga persamaan Euler menjadi
do, ;| L-b O.0. =
Bt ighoe =0,

4 4 128 0,00 = 0, (

—
(o2
(W]

—

do, , L=t _
_(lf"""'_LIa 0,0y = 0.

Sebagai contoh persamaan di atas akan digunakan untuk gerak
rotasi bebas gasing simetri. Dengan mensubstitusikan /| = [, dari
persamaan ketiga didapat relasi Q, = 0, berarti bahwa 2, = konstan.
Kemudian dari dua persamaan lainnya diperoleh pula:

Ql = —:.:..‘Q-_:, Qg = -.-:-‘Ql

dengan konstanta

Is — 1y

=0 ——. (36.6)
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Kalikan kedua persamaan lm dcngan i dan tambahkan ke persamaan
pertama, diperoleh f

! S .
T+ = 0t i0y)

dan: penyelesalan persamaan diferensial adalah
Q + Q)+ :Q) Q +in)

dan penyelesaian persamaan diferensial- adalah

Q + i, = Ae™
dengan A adalab konstanta sembarang; solusi real dari persamaan ini
(sesuai dengan pemilihan waktu awal; real) adalah

) = A coswli, O = Asinwl. (26.7)

Hasil perhitungan di atas menunjukkan bahwa proyeksi kecepatan
sudut pada bidang yang tegak lurus terhadap sumbu figur dan pada
'bldang ini pula mengalami rota51 dengan kecepatan sudut ®, mempunyai
harga konstan, VQZ + Q2 "= A. Demikidn pula proyeksi 2, pada
sumbu figur adalah konstan. Dengan demikian, dapat disimpu]kan
bahwa vektor Q secara keselurzhan mengalami rotasi dengan kecepatan
sudut w secara beraturan. karena terdapat relasi antara momentum
angular M dan Q. M =17 Q, M,=1 Q, M, = 1Q, maka akibatnya
vektor M juga akan mengalaml gemk yang sama (terhadap sumbu figur
-gasmg)

Gambaran gerak yang dibicarakan di atas_ tentunya hanya
menggambarkan- gerak dalam aspek yang berbeda dari gerak gasing
yang sama yang telah dibahas pada §33 dan §35 dalam sistem koordmat -
diam. Kecepatan sudut rotasi dari vektor M (sumbu Z pada gbr. [8D)
terhadap arah dari x, misalnya dalam sudut Euler tidak dapat dikatakan
sama dengan kecepatan sudat —y. Dari pers. [35.4] diperoleh

M cos@ ) | |
(b:—-T A 008 () M ('G—"E)
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yang tidak lain sesuai dengan pers [36.6].

37. . Gasing Tidak Simetri

Dalam pembahasan ini akan dibahas penggunaan - persamaan
Euler untuk kasus lebih kompleks, yaitu gerak suatu gasing tidak
simetri, yang mempunyai ketiga.momen kelembaman tidak sama. Untuk
menyederhanakan pembahasan dianggap bahwa

Iy > 0> 1 . ‘ (37.1)

Dua integral persamaan Euler telah dikemal pada pembahasan
sebelumnya. Keduanya mengikuti hukum kekekalan energi dan momentum
angular dan ditulis dalam bentuk

L+ O3+ LOF = 28, .
(37.2)
2OY4 203+ I0E = AP,

dengan adalah energi dan M adalah momentum éngl;lzi‘r, keduainya
konstan. Jika dinyatakan dalam komponen-komponen vektor M, kedua

persamaan di atas dapat ditulis kembali dalam bentuk.

MPoOMPOM; _
- 373

.}'l + (1'+ L £ R

M2+ M:+ M2 = M T

Dari persamaan di atas dapat disimpulkan beberapa katakter gerak
gasing. Untuk kepentingan ini terlihat, bahwa pers. {37.3] dan [37.4]
dalam sistem sumbu M|, M,, M, secara geometris merupakan persamaan
permukaan suatu elipsoida dcngan sumbu
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"Gambar 51:

V2EL,  \IEL,  JTEh

dan persamaan bola dengan jari-jari sama dengan M. Jika arah vektor
M mengalami perubahan, (terhadap sumbu kelembaman gasing) ujung
bawah gasing akan bergerak sepanjang garis perpotongan dari permukaan
yang disebutkan di atas (gambar [51] menggambarkan sederetan garis
perpotongan sudtu elipsoida dan bola yang d:gambarkan dengan jari-,
jari yang berbeda). Syarat bahwa kedua permukaan tersebut benar benar
berpotongan, jika : "t - -

>E],<JL11< IJ,“ . (31.5)

secara geometris berarti bahwa Jjari-jari lmgkaran ‘pada pers. [37.4]
terletak antara sumbu terpanjang dan terpendek . darl elipsoida pers.
[37.3]. :

Selanjutnya akan' ditelusuri leblh "jauh ‘karakter dan "lmtasan '
u_;ung bawah vektor MY _]lka besaran M berubah (energ: E dlketahul)

\

1) Kurva zm'alog-yang mnengabarkan ujung bahwa vektor C disebut sebagai polhudian.
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Jika M sedikit lebih besar dari 2E] , bola akan-memotpng ‘elipsoida
dalam dua kurva kecil dan tertutup, di mana X, melaluli dua sumbu
elipsoida (untuk M*> —> 2E I, kurva ini akan mengkerut. menjadi titik
yang berada-di kedua kutub). Dengan memperbesar harga M? kurva
akan "mengembang” dan pada M? = 2E | terpecah menjadi dua kurva
" berbentuk elips yang memotong sumbu x, dikutub elipsoida. Jika M2
diperbesar lagi, akan didapat dua kurva tertutup yang terpisah satu sama
lain dengan kutub elipsoida melingkupi sumbu X,; pada M? —>2
E i, kurva akan mengkerut menjadi titik.

Patut pula dicatat bahwa sifat tertutup kurva memberikan arti
suatu periodisitas perubahan M tertutup benda gasing; sémentara suatu
periode menggambarkan vektor Suatu permukaan kerucut dan kembali
ke "keadaan" semula.

Selanjutnya lihat karakter penting ‘yang berbeda dari lintasan
dekat kutub elipsoida. Dekat sumbu X, dan x, lintasan terletak secara
sempurna dekat kutub, sebaliknya lintasan akan menjachi kutub,
terdapat sangat rapat kutub dan melalui sumbu X, dan- lintasan
selanjutnya akan menjauhi kutub. Sesuai dengan gambaran ini, terdapat
karakter berbeda dari stabilitas rotasi gasing terhadap ketiga .sumbu
kelbamannya. Rotasi terhadap sumbu X, dan x, (sesuai dengan momen
kelembaman terbesar dan terkecil) adalah stabil dalam pengertian,
bahwa gasing dengan penyimpangan yang kecil dari keadaan ini
menyebabkan suatu gerak yang terletak di dekat titik awalnya. Rotasi
terhadap sumbu x, sebaliknya tidak stabil; cukup dengan adanya
simpangan kecil menyebabkan timbuinya gerak yang menyebabkan
gasing berada jauh dari titik awalnya. - *

Untuk menentukan ketergantungan Q terhadap waktu (komponen M
yang proporsional terhadapnya) digunakan persamaan Euler, pers.
[36.5]. Dengan pertolongan pers. [37.2] dan [37.3], Q,, Q, dan Q,

dinyatakan dalam persamaan, sebagai berikut
. 3

0 = i (QEL—-AP) - L =103}, | (37.6)
03 Ty VM2 =2E 1)~ Iy (I = 1) 03}, )




224

substitusikan persamaan ini-ke pers. [36.5]; dipferoleh, oo
N \ -
dn, _ -1 '
o R L

= 9 (REL— M - (- L)@ = ¢ - (3TT)

4

(M¥ =28 1) - T (L= L) Q3

/

Dengan memisahkan variabel padd persamaan ini dan méngintegrasikannya,
didapat fungsi  (Q,) dalam bentuk integral eliptik. Dengan mengembalikan
bentuk .integral eliptik ke bentuk standamya, diandaikan bahwa

MR S2E T, (37.7a)
(jika tidak diandaikan demikian persamaan berikut harus dilakukan

penukaran indeks 1 dan 3). Selain t dan Q, diperkenalkan suatu yariabel
lain, yaitu ’

=1 (13_ ]2)(.1[2 _QEII) s = (s
‘ Iy [y 1 ST

dan svatu parameter positif &> < 1 yang didefinisikan

I(Ls — )
- M2

(37.8

k- = - - - :_
(Iy = LM =2 F 1) . (37.9)

Maka diperoleh

_ __'j ds _
J. VL= $2)(1 — &2 2

(waktu awal dipilih sehingga berlakin Q, (¢ = 0) = 0). Kebalikan integral
ini akan menghasilkan fungsi yang telah dikenal, yaitu fungsi eliptik
Jacobi:

s = sntT



. 225

f

yang membenkam ketergantungan Q, terhadap waktu. Fungsi Q (1)
Q, ) secara aljabar dapat dinyatakan dalam Q, (1) dengan menggunakan
pers. [37.6]. Jika deﬁn151 untuk dua persamaan eliptik lainnya mempunyai

bentuk

5 5 .2
ent = V1 —sin’r, dnr = V1 —4&2sin“r.

akeln diperoleh rumusan akhir, sebagai berikut

' (37.10)

Fungsi pada pers. [37.10]. adalah periodis dengan periodenya
terhadap variabel 1 diketahui dengan harga sama dengan 4K dengan
K adalah integral eliptik orde ‘pertama, atau

j & i 3711
V= )1 — k257 V1—k?sin? u SO

Periode tambahan diperoleh pula

[[ [j [:; M=
T AN . (37.12
T 4 K V/(i[a_— Il)(“[_,_zk. [|) (-1 )

Dengan berjalannya wakru vektor Q akan kembali ke keadaan semula
sesuai dengan sumbu gasing-(posisi gasing sendiri dalam hal ini tidak
menambah posisinya dalam koordinat diam; lihat penjelasan di bawah).

Untuk kasus I, = I, pers. [37.10] akan menjadi rumusan gasing simetri
yang telah dibahas pada bab sebelumnya. Untuk i, —>I,, harga
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k, —> 0O sehingg fungsi eliptik mengalami degenerasi menjadi fungsi
lingkaran, sebagai berikut

snT —> sin §, cn T — cos T, dan dn T —> 1

dan didapat kembali pers. [36.7].

Untuk M? = 2 E I, didapet bahwa Q, = Q, = 0 dan Q; = konstan,
berarti bahwa vektor Q adalah vektor konstanta dengan arah sesuai
dengan sumbu x,. Analog untuk kasus M? = 2 EI, (dalam hal ini T
= Q) terjadi rotasi beraturan terhadap sumbu X,). '

Sekarang akan dihitung rotasi absolut (rotasi terhadap sistem
koordinat diam X, Y, dan Z) dari gasing dalam ruang sebagai fungsi
waktu. Untuk keperluan itu sudut Euler y, j, dan Q masing-masing
merupakan sudut antara sumbu gasing X, X, X, X, Y, Z, dan sumbu
Z dipilih sebagai sumbu tetap vektor momentum angular yang konstan
M. Sudut polar dan azimut pada arah Z , terhadap sumbu X, X,, dan
X, yaitu

Msin®sind. = M =10,
M 5in@ cos v - M; = [;4). {37.13)

Mueos® = My = 04
Dari persamaan ini diperoleh relasi

3 [ O
c0s O = == lan v = ——t (37.14)

M [
dan dengan menggunakan pers. [37.10], didapat

L{M2=2F1)
O = : :
cos \/ ST AR cnrT,

‘ L{L; - I,)cnr cnr _
t ro= - - (3713
an \/ Lils— 1) dar’ - (37.13)
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Dengan demikian, :diperoleh keterrgantungan_e_ dan t'erl?adap waktu;
persamaan tersebut menggambarkan, komponen vektor ), merupakan
fungsi periodik dengan periode sama dengan rumusan pada pers.
[37.12). ) LT

Sudut ¢ yang dinyatakan pada pers [37.13] adalah tidak berlaku
lagi dan untuk menghitungnya kembali harus digunakan pers. [35.1],
dengan komponen Q dinyatakan dalam turunan sudut Edler. Dengan
mengeliminasi © dari persamaan : '

D = ¢sin Osin 4+ O cos .
Q' = $sin O cos'yf - O sin P
diperoleh - S
. usin ¢ + 0, cos ¢
¢ =—" :
sin ©

dan dengan pertolongan pers,[37.13] didapat

do _ 4 1+ 403 o
dt. - AP0z - (37.16)

!

Fungsi ¢ (1) dapat ditentukan dengan mengintegrasi persamaan di atas
walaupun diketahuj bahwa integrand mempunyai behtuk yang kompleks.
Dengan sederetan’ tick perubahan integral ini dapat.dinyatakan dalam
fungsi yang disebut sebagai fungsi theta. Dalam pembahasan ini tidak
akan dilakukan perhitungan® dan hanya terlihat hasil akhir.

Fungsi ¢ (#) dapat dinyatakan dalam I;eﬁjumlghan (hingga
penambahan konstanta’.sembarang) dua suku L

W =0 ®+g @ e

A
i

2)  Perhitungan untuk ini,' n}isalnya telah dibahas oleh E. Whuttaker dalam buku berjudul
Analytical Dymanics. University press. Cambridge 1927 |
| .
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SaIah satu” suku - persamaan K (0 dlperoleh dan relas: l

'eii'm(!) = _ELT_:_‘.“_) oo (31.18)
01,(T+zn)

dengan 9, sebaga1 fungSI thcta dan o adalah konstanta real yang

-dxperoleh dam persamaan .

' I

- i o=

(37.19)

(M- )
9 —
‘;m{z 2a K) z\([l( T [)

-(K dan T dapat diperoleh dari- pers. [37.11] dan [37.12]. Ruas kanan
pers. [37.18] merupakan fungsi periodik dengan periode 772, berarti
bahwa pada saat T fungsi @, bergeser sebesar 27. Penjumlah kedua
pada pers. [37.17] dapat_diperoleh dari

1 1 M i (o)

52(8) = 27 —= —_—— = A 37.20.
‘rz_() T’ T Al w T dg(va) (37.20)

Fungsi ini akan bertambah sebesar 2m adalah wakwu T'. Perubahan
terhadap waktu dari fungsi ¢ m'erupakan tumpang tindih (overlap) dari
dua fungsi periodik, dengan salah satu periode (T) akan sama dengan
periode perubahan sudut y dan ©. Sementara yang kedua (T) dibandingkan
dengan yang pertama tidak dapat diukur. Peristiwa seperti ini memberikan
arti bahwa gerak gasing dianggap tidak akan pernah kembali ke titik
asalnya. S

Contoh 73: Tentukan rotasi bebas sebuah gasing ‘hterhadzllp_ sebuah
surbu yang terletak di dekat sumbu x, atau x.

Penyelesaian: Andaikan sumbu x, terletak di dekat arah vektor M.
Maka komponen M, dan M, akan berharga kecil, M,0 = M (hingga
pendekatan orde pertama) Dengan ketepatan yang sama dua persamaan
Euler pertama mempunyai bentuk sebagai berikut:
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l b -
M _ (1-%"—) oMy W2 (1—"—) 0, M.

i 2 df [[

dengan Q = MI, adalah konstan. Dengan cara yang umum solusi M,
dan M, dapat dlselesalkan sebanding dengan faktor e, dengan adalah

=0, \/(—-1>(——'1) S

dan besaran M, dan M, diperoleh
l5
M = Ma /=1 cosw!.
Vi

[_'_.
M; = MG\/!—s—Isinwl.
: t

e () )

déngan o adalah suatu konstanta yang kecil. Persamaan ini menentukan
rumusan gerak vektor M terhadap gasing; pada ilustrasi yang digambarkan
-pada gambar [51] ujung akhir vektor M dilukiskan sebagai elips di
sekltar kutub pada sumbu x, (dengan frekuensi ®). -

Untuk menghltung gerak absolut gasing di dalam ruang dlgunakan sudut
Euler. Dalam kasus ini sudut kemiiingan © dari sumbu x, terhadap
sumbu Z (arah vektor M) adalah kecil, berdasarkan pers. [37.14],

dipercleh
M
My’

fan v =

0%~ 2(l —cos ©) = 2
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Dengan mensubstitusikan persar'naan ini ketiga pada pers. [2], diperoleh

0 =a’ | ﬁ~—l) co_su!-:—(l—s—i) si:{zwt]. 13
8 1

Pada perhitungan sudut @ pandang bahwa dari persamaan ketiga pada
pers. [35.1], untuk @ << ! berlaku:

Q‘,’FQSa\;I+(p

Dengan demikian, diperoleh
¢ =2 -y
(konstanta integrasi diabaikan). '

Gambaran yang lebih jelas lagi dari karakter gerak gasing dapat
diperoleh jika perubahan ketiga sumbu kelembaman gasing diamati
(vektor satuan sumbu-sumbu ini- dituliskan sebagai n, n, dan n).
Vektor n, dan n, mengalami rotasi beraturan pada bidang X — ¥ dengan
frekuensi € -secara bersamaan terjadi pula rotasi melintang dengan
frekuensi ®. Getaran ini dapat diperoleh dari komponen kedua vektor
pada arah sumbu Z, yaitu

iui [
nz = = v[—l—l(‘O‘au.f
H, '
-E-—lsmu.t

M
..
2Z = M

(1%
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i
Untuk vektor n, dapat diperoleh dengan ketelitian yang| sama, yaitu
ny- = O 5in b, N3, = —0 cos . ny. = |

(sudut polar ‘dan ammut yang menyatakan arah Vektor n, terhadap
sumbu X, ¥, dan Z adalah sin © dan ¢ — n/2; lihat catatan kak1 pada
§35). Selanjutnya tuliskan (dengan menggunakan pers. [37.13]

nar = Osin(Qet—~) = O sin O/ cos b — O cos B sin p

M
= —’bmo t——lcmﬂt

M

I
= ,/——J Q! fmay il s Dol cos w
7 sin sin w nv P oeos Qg1 cos w

I f3 :
V2l 2 =1 cos(0, 4w}t
( Il | 4 V]J l) ((b.( + )
o B BN o
+§ ( I—l“] - I—E—l)-(()b(uo—w)l-.

atau

Nar = —

Dari perhitungan di atas terlihat bahwa gerakan vektor n, merupakan
tumpang tindih dua gerak rotasi terhadap sumbu Z dcngan frekuensi
Q. to.
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Contoh 74: Tentukan rotasi bebas sebuah gasing untuk kasus M? =
2EI,

.Penyelesaian: Kasus ini sesuai dengan gambaran lintasan yang terdapat
di. ujung vektor M pada gbr. [47], yang melalui kutub dan sumbu x,.

'Pers. [37.7] dalam kasus ini, menjadi

ds 1 . ;
-— = -8, T = ““— Qo. .S'“'—')
V1 ‘°

dt

dengan Q = M/l,=2EIM. Integrasikan persamaan ini dan gunakan pers.
[37.6], maka, didapat : :

Ql = Qo 11(115[2) 1 .
. l_[([;; - [1} cosh T.
), = Q. tan7. - (1)
0 - 0 [ LGty L
T i;;( f:; - ’l] cosh T.

Untuk menyelesaikan gerak absolut gasing gunakan persamaan Euler,
dengan menganggap Q adalah sudut antara sumbu Z (rah dari vektor
M) dan sumbu kelembaman x, gasing (bukan x, seperti yang dituliskan
dalam penjelasan, sebelumnya). Pada pers [37.14] dan [37.16] yang
menyatakan hubungan vektor  dan sudut Euler haruslah -dilakukan
penukaran komponen 123 —> 312. Jika dalam rumus ini disubstitusikan
pers. [1], didapat

cos © = tanh 7, @ = ¢ + konstanta

tan iy =
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H
Dari ramus m1 diketahui bahwa vektor Q adalah asimtotik (untuk
t—> oo) dekat sumbu X, terhadap sumbu Z yang tetap Juga asimtotik.

1

38. Kontak Benda Tegar

Syarat kesetimbangan benda tegar seperti diketahui dari pers.
[34.1] dan [34.3], sama artinya dengan seluruh gaya dan momen yang
bekerja pada benda sama dengan nol

F=Yf=0 K=YIrfl=0 (81

Penjumlahan pada persamaan ini mempunyai arti terhadap seluruh gaya-
gaya luar yang bekerja pada benda. r adalah vektor jari-jari dari titik
acuan koordinat ke titik gaya bekerja pada benda; dalam hal ini titik.
acuan koordinat dan titik momen gaya dapat bekerja secara sembarang
karena untuk X F= 0 harga K tidak akan bergantung _pada pemilihan
titik tersebut (lihat pers. [34.5]).

Jika persoalan berhubungan dengan gesekan sistem benda .tegar, maka
seluruh syarat kesetimbangan yang dikemukakan pada pers. [38.1] harus
dipenuhi. Dalam hal ini harus pula diamati gaya-gaya yang bekera pada
sisi benda yang mengalami gesekan. Gaya-gaya ini bekerja di titik yang
bersinggungan (titik yang mengalami gesekan) dan disebut sebagai gaya
reaksi?Untuk dua benda yang bersinggungan terdapat "pertukaran”
gaya-gaya reaksi pada masing-masing benda karena benda lainnya,
biasanya besar gaya tersebut sama, tetapi saling berlawanan arah.
Secara umum di samping gaya-gaya reaksi muncul pula gaya lain,.
jika kedua benda bergerak relatif satu sama lain, yaitu gaya yang
mempunyai karakter dissipatif yang uisebut sebagai gaya gesek.

. Terdapat dua macam gerak yang mungkin terjadi pada benda
tegar dalam keadaan kontak (bersinggungan), yaitu gerak meluncur dan
gerak menggelinding. Pada gerak meluncur gaya-gaya reaksi berada
tegak lurus terhadap permukaan benda yang bersinggungan, sedangkan
gaya pesek berada pada arah tangensial.

3)  Sering pula disebut sebagai reaksi saja atau gaya paksaan.
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Gerak menggel,inciing murni dikarakteristikkan sebagai gerak
yang tidak mempunyai gerak relatif pada titik-titik - singgung benda
tegar; dengan perkataan lain bahwa benda tegar yang mengalami gerak
menggelinding setiap saat terikat erat pada titik singgungnya. Untuk
kasus ini posisi gaya reaksi adalah sembarang, yaitu tidak harus berada
tegak lurus terhadap permukaan singgung. Gaya gcsék untuk gerak ini
akan menyebabkan adanya momen pusat tambahan, yang melawan
. gerak menggelinding.

Jika pada gerak meluncur tedapat gaya gesek yang kecil, tidak perlu
diamati atau dapat diabaikan, di mana permukaan benda meluncur
disebut sebagai permukaan licin sempurna. Sebaliknya hanya gerak
meénggelinding murni tidak memungkinkan adanya keadaar. meluncur
sara sekali: untuk kasus ini gaya gesek dapat diabaikan dan permukaan
benda mengalami gerak demikian:.disebut sebagai permukaan. kasar
absolut. ' - .

"~ Dalam Kedua kasus -di atas gaya gesek tidak muncul 'secara
ekplisit dalam membahas gerak benda sehingga pesoalan merupakan
'kasus mekanis murni. Sebaliknya jika dalam statu gerak sifat nyata
"(konkrit) ggsekan dominan, pesoalan tidak lagi berhubungan dengan
kasus mekanis murni (lihat §25).

Kontak benda dengan benda lain akar mengurangi derajat
kebebasannya dibandingkan dengan gerak bebas. Hingga pembahasan
di sini, pengamatan persoalan mekanika selalu menggunakan sistem
koordinat yang sesuai dengan jumlah derajat kebebasan yang ada. Akan
ditunjukkan nantinya, bahwa untuk persoalan benda yang mengalami
gerak menggelinding pemilihan seperti yang dilakukan biasanya tidak
memungkinkan. . '

Syarat yang dibolehkan untuk benda bergerak menggelinding
adalah kesamaan kecepatan titik-titik singgung (untuk kasus menggelinding
benda haruslah tetap berada pada permukaan sehingga kecepatan titik
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singgung haruslah sama dengan nol). Untuk kasus lebih umum syarat
tersebut dinyatakan melalui persamaan ketergantungan dalam bentuk

2c4 =0

dengan ¢ hanya bergantung pada koordinat (indeks & memberikan
numerasi persamaan ketergantungan). Jika ruas kanan persamaan
bukan merupakan turunan total terhadap waktu dari sembarang fungsi
koordinat, persamaan-persamaan tersebut tidak dapat diintegrasi. Dengan
perkataan lain, persamaan tersebut tidak hanya menyatakan ketergantungan
terhadap koordinat yang dapat digunakan, tetapi menentukan posisi
benda yang dinyatakan dalam jumlah kecil koordinat yang sesuai
dengan derajat kebebasan yang ada. Syarat seperti ini disebut sebagai
nonholonomik (sebaliknya disebut ketergantungan holonomik yang
hanya bergantung pada koordinat sistem).

Sebagai contoh lihat gerak menggelinding dari sebuah bola pejal
pada suatu bidang datar. Seperi biasanya, kecepaan translasi dilambangkan
dengan V (kecepatan titik pusat bola) dan kecepatan sudut rotasi
disimbolkan dengan Q. Kecepatan titik-titik singgung bola dengan
permukaan dinyatakan melalui r - —an dalam rumusan umum, sebagai
berikut: v =V + [Or] (a adalah jari-jari bola, n adalah vektor satuan
normal yang terletak tegak lurus terhadap bidang datar). Relasi yang
dicari untuk kondisi tanpa gerak meluncur dapat diberikan melalui
persamaan, sebagai berikut

V—a [r] =0 (38.3)

Persamaan ini tidak dapat diintegrasi. Kecepatan V merupakan turunan
total dari vektor jari-jari titik pusat bola terhadap waktu, sedangkan
kecepatan sudut bukan merupakan turunan total dari suatu sistem
koordinat tertentu. Berarti bahwa pers. [38.3] adalah nonholomonik®.

4)  Diandaikan terdapat ketergantungan yang sama dari gerak menggelinding sebuah selinder.
Dalam kasus ini arah sumbu notasi pada keadaan gerak menggelindung adalah tetap di
dalam ruang, sehingga Q = devdr adalah turunan total dari koordinat selinder @ terhadap
sumbunya. Relasi pada pers. [38.3] dapat diintegrasi schingga terdapat hubungan antara
koordinat titik pusat massa dan sudut j.
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Oleh karena itu, persamaan ketergantungan tidak dapat digunakan
untuk mengurangi jumlah koordinat, untuk kasus adanya ketergantungan
tersebut, dengan terpaksa, harus digunakan koordinat, yang tidak
independen semuanya. Untuk menggambarkan persamaan Lagrange
kasus ini, menggunakan prinsip aksi terkecil.

Ketergantungan dalam bentuk pers. [38.2] mempunyai arti adanya
batasan {constrain} tertentu untuk variasi koordinat. Jika persamaan
ini dimultiplikasi dengan &, diperoleh, bahwa variasi 8¢ tidak independen,
tetapi mempunyai hubungan satu sama lain, seperti

Y c,dg =0 (38.4)

Keadaan ini harus diperhatikan melalui variasi aksi. Berdasarkan
metode umum Lagrange untuk menentukan harga ekstrimum haruslah
terdapat syarat tambahan agar integrasi variasi dari aksi

‘8L d 6‘[.) J1

5‘?:./2(‘(‘7‘,‘_4_!5;

dapat dilakukan, yaitu dengan mengalikan faktor tak tertentu A (yang
bergantung pada koordinat) ruas kanan pers. [38.4] sehingga diperoleh
harga integral sama dengan nol. Dalam hal ini semua variasi 8¢, dapat
dilihat tidak bergantung pada persamaan sebagai berikut

d gl al —
e — e = X I :
dt diq, 39; >—‘ a Ca 3

A

s

Bersama-sama dengan persamaan ketergantungan pers [38.2] dapat
dibentuk sistem persamaan sempurna dengan besaran-besaran yang
tidak diketahui g, dan A

Pada metode yang dikemukakan tidak muncul gaya-gaya reaksi sama
sekali; keadaan kontak benda secara keseluruhan diamati melalui
persamaan ketergantungan. Terdapat pula metode lain untuk mencari
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i
yersamaan gerak benda dalam keadaan kontak di.mana gaya reaksi

linyatakan secara eksphs:t Hal terpenting dari metode ini (mengandung
insip DrAlambert), bahwa senap benda yang mengalaml kontak
fitulis,” dalam persamaan b

Z ;oo 4M. Z[r f] © O (38.6)

(lf dt

dengan gaya f yang bekerja pada benda termasuk pula gaya reaksi;
gaya ini belum d:ketahm dan- akan dlperoleh bersama-sama dengan
penyelesaian persamaan gerak Metodé i ini dapat dlgunakan balk untuk:
kasus gerak holonomik maupun nonhotonomik. .

Contoh 75: Dengan pertolongan prinsip D'Alambert ' tentukan

sersamaan gerak sebuah bola pejal yang berada dalam pengaruh gaya
lwar F dan momen gaya. K menggelinding pada bidang, datar.

Penyelesaian: Persamaan ketergantungan, pers. [38.3], telah dijélaskan -°
ialam teks. Misalnya, gaya reaksi yang bekerja di titik singgung bola
Jan bidang datar disimbolkan dengan R dan tuliskan pers. [38.6], dalam’ -
entuk

A Y : (0

it

40 A
= = o 17, - r M S 9

1 i I\ a[nR] L (__)_

.dalam hal ini patut dlperhatlkan pula bahwa P = p.V dan untuk ' gasing
yola M = 1£). Tentukan pers. [38.3] terhadap waktu, didapat

V = rz[Q n]

Substitusikan persamaan di atas ke pers. {1], eliminasi Q dengan
pertolongan. pers. [2] sehingga diperoleh persamaan
i .



238

1
—E(F+R) = [Kn]-aR+aninR),
/

dengan gaya reaksi berhubungan dengan F dan K. Jika persamaan ini
ditulis dalam komponen-komponennya dan substitusikan harga | =
2/5uc? (lihat contoh 62b pada §32), diperoleh

& K, (
Rr=l(1+——) n,,:-ixr~§f*,. Ry = —F,

Ta Ta

(sebagai bidang x — y dipilih bidang di mana bola menggelinding).
Akhirnya substitusikan persamaan di atas ke pers. [1] dan sebagai
persaman gerak sekarang hanya tinggal diberikan secara eksplisit gaya
luar dan momen gaya adalah

d\e 5 K, AW o & ad
i Fg (”T) Tz‘ﬁ(“*’?)'

Komponen-komponen kecepatan sudut Q_dan Q akan diperoleh dari
syarat pada pers. [38.3] sebagai fungsi darl V. dan V, dan untuk Q
didapat

Contoh 76: buah batang homogen D engan berat P dan panjang
disandarkan pada dinding seperti diilustrasikan gbr. [52] ujung bawahnya
itahan erat dengan seutas tali AB. Tentukan reaksi pada titik tumpu
dan tegangan tali.

2 , d0
.Q = = il =
54 dr

:Kz.
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]
e
Tz
VI
|
i
P 41?,
|
: £ :
A 8
Gambar 52: Cvambar 53

yaitu sebagai komponen z dari pers. [1].

Penyelesaian : Berat batang adalah juga gaya yang bekerja di tengah-
tengah batang dan mengarah tegak lurus ke bawah. Gaya reaksi R,
terletak vertikal ke atas, sementara R terletak tegak lurus terhadap
batang; tegangan tali 7 bekerja dari B ke A. Dari persamaan
ketergantungan, pers. [38.1], didapat

Pl

Re = —i-gsin 2a. Rg = P — R¢ sin a, I = Re cos a.

b’

Contoh 77: Ujung sebuah batang homogen AB dengan berat P berada
dalam keadaan kontak dengan bidang datar pada arah horizontal dan
vertikal (gambar [53]) dan pada posisi demikian batang ditumpu dengan
dua tali, yaitu AD dan BC dihubungkan pada bidang vertikal dan batang
AB, sedangkan AD dengan bidang horizontal. Tentukan gaya rekasi
pada titik tumpu batang dan tegangan tali.
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Penyelesaian: Arah tegangan tali 7, dan T, berturut-turut adalah dari
A ke D dan dari B ke C. Reaksi R, dan R, terletak tegak lurus terhadap
bidang yang bersangkutan. Dari syarat kesetimbangan memberikan
penyelesaian bahwa

RB = P, T‘gz

R_.1 = TB sin ﬁ, ]‘_A[ == TB COS.ﬂ.

Contoh 78: Dua batang masing-masing mempunyai panjang yang
sama, yaitu /, diikat erat melalui tali AB (gambar [54]). Di tengah-
tengah salah satu batang bekerja sebuah gaya F (berat batang dalam
hal ini diabaikan). Tentukan gaya reaksi!

g
l‘;-

\

\

Gambar 34

Penyelesaian: Tegangan tali T pada titik A bekerja dari titik A ke B
dan pada titik B dari B ke A. Gaya-gaya reaksi R, dan R, di masing-
masing titik A dan B terletak tegak lurus terhadap bidang datar di mana
kedua batang diletakkan. Gaya reaksi yang bekerja pada titik C
digambarkan oleh garis putus-putus dan disimbolkan dengan R pada
batang AC bekerja gaya reaksi —-R_. Syarat bahwa jumlah pada batang
haruslah sama dengan nol (syarat kesetimbangan). Maka akan diperoleh
bahwa vektor R_. terletak pada arah BC. Syarat kesetimbangan lain
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untuk masing-masing batang) akan menghasilkan persamaan untuk
raya reaksi dan tegangan, sebagai berikut

-] =

Ity o=

; ,'“ Rg —
[f(; = F -[' =

sin a’

a col, .,

i |

9. Gerak dalam Sistem Acuan Dipercepat

Pada analisa gerak suatu sistem mekanis sembarang hingga
sembahasan di sini selalu digunakan sistem inersial. Hanya dalam
istem inersial, misalnya fungsi Lagrange dari sebuah partikel yang
serada di dalam medan luar dinyatakan dalam

TN o g 1 (39.1)

P 9

lan persamaan gerak sesuai dengan persamaan

dv, T U

dt e,

m

dalam pembahasan di sini besaran yang berhubungan dengan suatu
istem inersial disimbolkan dengan indeks 0).

Pokok perhatian dalam pembahasan ini adalah mencari persamaan
rerak dalam sistem acuan yang mengalami percepatan. Untuk mencari
ienyelesaian persamaan gerak tersebut akan digunakan prinsip aksi
erskecil kembali karena penggunaannya selalu berkenaan dengan
)iemilihan sistem acuan. Dengan demikian, bentuk persamaan Lagrange
dalah tetap berlaku, seperti.

d aL JdL

; (19.2)
dt, v r
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Akan tetapi, fungsi Lagrange tidak lagi seperti yang dinyatakan pad:
pers. [39.2], tetapi L harus ditransformasi dari sistem acuan inersia
(L) ke sistem acuan yang baru (sistem acuan dipercepat).

Transformasi dilakukan dalam dua langkah. Lihat suatu sisten
acuan K', yang bergerak relatif terhadap sistem acuan K  dengar
kecepatan V(t). Kecepatan partikel v, dan v’ terhadap sistem acuan K
dan K’ satu sama lain mempunyai hubungan sebagai berikut

v =V + Vi) (39.3

Jika persamaan ini disubstitusikan pers. (39.1), diperoleh fungsi Lagrang
dalam sistem acuan K'.

2
muv m

= +mv'V+TV:—U.

!

9

V2 (1) adalah suatu fungsi waktu (1) yang telah diketahui sebelumnya
fungsi ini dapat dinyatakan sebagai turunan total dari suatu fungsi lai
sehingga suku ketika pada persamaan ini dapat dihilangkan. Selanjutny:
berlaku pula v’ = dr’/d, yaitu kecepatan partikel di dalam sistem acuai
K'. Maka didapat
dr d dVv
Vi) =mV —=—mVe')—mpr' —
mV(t) = m T Y ) o B
Jika pernyataan di atas disubstitusikan ke fungsi Lagrange dan diabaikai
turunan total, diperoleh

., muv"?
k- Zo———= Wil r'— . (39.4

dengan W = dV/dr yang menyatakan percepatan gerak translasi di dalar
sistem acuan K'.

Persamaan Lagrange yang berhubungan dengan pers. [39.4
adalah de’ AU

i m—' = ----a-T —_ il “f’fr]. (3()3
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Akan dilihat bahwa persamaan gerak partikel dalam sistem acuan
dipercepat adalah ekuivalen dengan munculnya suatu medan gaya
homogen, dengan gaya yang timbul sama dengan perkalian massa
partikel dan percepatan W, yang arahnya berlawanan dengan arah
W (1).

Misalnya, selain sistem acuan yang terdapat di atas, terdapat pula sistem
acuan K yang mempunyai titik acuan sama dengan sistem acuan K’
dan mengalami rotasi dengan kecepatan sudut tsebesar Q (7). Dalam
sistem inersial K sistem acuan K mengalami gerak transalsi dan rotasi.

Kecepatan V' dari partikel di dalam sistem K’ mengandung
penjumlahan kecepatan gerak translasi v dalam sistem K dan kecepatan
rotasi [Qr] yang juga bersama dengan sitem K, maka

Vi = v+ [Qr]

(vektor r dan r' partikel masing-masing terhadap sistem acuan K dan
K' adalah saling berimpit). Selanjutnya substitusikan persamaan ini
ke dalam fungsi Lagrange pada pers.[39.4] dan didapat

mv?

L=——+m(Qr]+ y)_r Qe -mW.r=U (39.6)

Pers [39.6] adalah bentuk umum fungsi Lagrange untuk sistem
acuan yang mengalami percepatan sembarang. Perlu dicatat bahwa
dengan merosoti sistem acuan menyebabkan timbulnya suatu suku
berbentuk khusus di dalam fungsi Lagrange, yaitu suatu suku kecepatan
partikel menjadi linier.

Untuk menghitung turunan-turnan dari fungsi-fungsi yang terdapat di
dalam fungsi Lagrange, buat turunan total fungsi, tersebut sebagai
berikut
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dL = mvdv+mdv[Qr]+mo[Qdr]+m[Qr][Qdr]

—-mWidr — —L dr

or

= mvdv+mdv[Qr]+ mdr(|vQ)]

+m [[Q7]Q] dr — m W dr oy dr
4 — ' — —
Jr

dengan menambah suku dm dan dr, diperoleh

oL _

b muv+m [__rJ.

JL ' 7
Fm =™ [ Q) QP Q] = W — %%

Kemudian substitusikan persamaan ini ke pers. [39.2] maka didapat
persamaan gerak yang dicari, yaitu

517 .
m o d = —f,)i —mW4+mrQj+2mvQ+m[[Qr]Q].
dt dr
(39.7;

Terlihat bahwa gaya "kelembaman”, yang timbul karena rotasi sistem
acuan, terdiri dari tiga bagian (suku). Gaya m (r€2] muncul akibat
adanya rotasi yang tidak beraturan, sementara dua gaya lainnya juga
muncul karena rotasi beraturan. Suku 2m [vQ] disebut gaya koriolis;
kebalikan dengan yang telah dibahas sebelumnya (gaya tidak dissipatif)
gaya-gaya ini bergantung pada kecepatan partikel. Suku m [Q[rQ2]]
disebut sebagai gaya sentrifugal. Gaya ini bekerja pada bidang, melalui
vektor r, tegak lurus terhadap yang dilalui sumbu rotasi (yaitu tegak
harus Q); besarnya adalah sama dengan m g (¥, dengan g adalah jarak
tegak lurus partikel terhadap sumbu rotasi.

Sekarang perhatikan kasus gerak rotasi beraturan suatu sistem
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; ‘s
.oordinat acuan. tapa;percepatan translasi. Jika pada pers. [39 6] dan
39.7] dibuat W. = konstan dan W= 0, diperoleh fungsi Lagrange

ebagai berikut = i ’ ' S

mdv

T -[-mv[o'r]-l-—[or] —U L (3!'.3)-
i .

lan persamaan gerak

v QU o
n;2=__f+numn+mpmy (3.9}

L=

Jntuk menghltung energi togal sistem dalam-kasus ini, pertama-tama
erlu mencari:

dL B :

Pp=g,=m v+mNr] (39.10)

an ‘gantikan £ = pwv — [, sehingga diperolch

in U' n —
. —Lrhf*U (39.11)

=

atiit dicatat bahwa di dalam rumusan energi di atas tidak muncul suku
ang mengandung kecepatan linier. Rotasi sistém acuan menimbulkan
uku tambahan dalam rumusan energi, yang hanya bergantung pada
oordinat partikel dan sebaﬁ_ding dengan kecepatan sudut.
inergi potensial tambahan adalah —m/2[Qr]? disebut sebagai energi
entrifugal. o v

Kecepatan partikel v dalam sistem acuan yang mengalami rotasi
eraturan mempunyai hubungan dengan kecepatan sistem acuan inesial

', sebagai beriku:

v, = v+ [Qr]. = . (39.12)
| - " .

lleh karena'itu, momentum partikel p dalam sistem acuan X, berdasarkan

ers. [39 10], akan sama atau berimpit dengan momenturn p; = mv,

| oy I iL) %'-;
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dari sistem acuan inersial (K ). Secara bersamdan momentum anglai

[r Q] dan M = [r2] akan mempunyai harga yang sama. Sebalikny:

energl parttkel untuk sistem acuan K dan K mempunyai harga berbeda

Jika n dari pers. [39. 12] disebustitusikan ke pers [39 11], didapa
persamaan energi sebagai berikut .

m ve?

E=- 5 —m'vo[Qr]+U—

m 't,o

+ U'- m, [rv,} Q.

Kedua suku pertama pada persamaan di atas menyatakan energ
E_ dalam sistem K Dengari mengubah suku terakhir, M = [rv,] sebaga
momentum angular partikel maka pernyataan energi dirumuskan kembal
menjadi: - )

E=E, - MQ. (39.13)

Pers. [39.13] merupakan persamaan transformasi energi dari suatt
sistem acuan ke sistem acuan yang mengalami rotasi beraturan. Dalan
hal ini hanya dilakukan penurunan untuk satu partikel. Akan tetapi
untuk sistem yang mengandung sejumlah partlke] pers; [39 13] tetap
dlgunakan

Contoh 79: Hitung. pebelokan partikel yang jatuh bebas pada aral
vertika] dari atas permukaan bumi yang mengalami gerak rotas
(kecepatan rotasi bumi dianggap. kecil).

Penyelesaian: Di dalam medan gaya”ber?at U= -mgg, dengan g sebaga
vektor percepatan gravitasi; dengan mengabaikan gaya sentrifugal ‘pad:
pers. (39.9). yang mengandung kuadrat Q maka diperoleh persamaai
gerak, sebagai berikut ) :

v =20vQ] + g ‘ (1)

Penyelesaian pers [1] dilakukan dengan menggunakan metod:
pendekatan suksesif. Untuk keperluan ini substitusikan v = v, + ¥
dengan v, nierupakan solusi dari persamaan v = g atau mempunya
solusi sebagai v, = gt + v (v, adalah- kecepatan: a\yal). Jika v=1
+ v; disubstitusikan ke pers. [1] dan pada roas kanan hanya diperhatika



i 247 S

I

suku v (menggantlkan v, dalam persamaan yang telah disszlesaikan),
dlperoleh pcrsamaan]gcrak untuk v » sebagai berikut = ! ’

v, =_2 [v,Q] = 2r [gQ] + 2 [v,Q]

Dengan mengintegrasikan persaman di a-tas, diperoleh
= gt B _
_h+vot+T+§[ng+l'[v°Q]. (2}

dengan h melukiékan vektor posisi awal dari partikel.
- Pilihan sumbu z sebagai sumbu vertikal dan sumbu X adalah arah
meridian ke kutub, maka -berlaku

g = _gy =0, g- = —4.

Q. = "Q cos A\, Q, =0, - Q, = Qsin )\-;

A adalah sudut li'ntan-g (dianggap sudut lintang agalé :sed_ikit ke arah
utara). Jika pada pers. [2] disubstitusikan harga v = 0, didapat

fJ
r =1, y = —-?JQ cos Al

(tanda negatif pada y sesuai dengan penyimpangan partikel ke arah
selatan).

Contoh 80: Hitung pembelokan partikel yang dilemparkan ke udara
dari suatu bidang datar dengan kecepatan awal v,_ !

Penyelesaian:  Bidang x - y dipilih, di mana kecepatan v, terdapat
padanya. Misalkan, ketinggian awal h = 0. Untuk pembelokan menyamping
dapat diperoleh dari pers. [1] contoh .79)

. £ !
y-= _3—‘” N, +2 (o, = Ny ra,)
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atau 'dengan mensubstnusnkan wakiu ‘di Tiaha pariikel ’ﬁ]’éd“ﬁd
{wakta terbang) ¢ &= © D010 (3 C

L & BN
Iy = = —jf_ {<_—i' l'b.:hfr__l“bjr?mjr’}) o

- ‘e

Contoh 81: Hitung penyimpangan getaran kecil Suats bandal 3ki
‘Totasi buihi (disebut sebagai bandul Foucanlt) !

Penyelesaian: Jika amphtudo getaran verikal ‘dari bandu] dlang
ketil karena mefupakan besarah tifunan kedua, dapat RS
bahwa bandul-hanya mengalami gétaran pada b:dang honi&ﬁ'tai yi

=y, Kemudian hilangkan p‘ﬁia sitkii yang m‘éﬁga’ﬁaﬁng ok (dla'ﬁgi
kecepatan fotasi bumi kegil) sehmgga dlperoleh persamaan ge
sebagai berikit

.O)

Fruts =0y, ety = =90;

defigan @ adalah frekiensi getaran bandul tafipa meniﬁéf'ﬁﬁiiiéﬁﬁ rol

buifii. Muluphkasx persamaan kediia dengan i kemuciiéiﬁ iambahi

dengan petsainaan pertaima sefiiigga diperoleh” hamya satu persama

beérikut o - ) i
Ferindedest

defigan E= % + i y sebaga: viriabel kﬁrﬁﬁleks Unituk Kasus 'ﬁiéi

peériyélesaian persamaan di atds men_]adl o

- -‘ éus éIQJ (lA ﬂt.rt_f_ A.ﬂ—-zut) L

B - : ' N

ataw

' . t4 Ly = et (83 ‘F’fo).-
dengan fun g51 X (f)‘ dan Vo' {f) da]ah Imtasan bandul tanpa memanda
rotasi b, Selanjumya da‘pat dlSlmpquan bahwa rota51 buimi menyebabk
lintasari Bandul mengalamn' rotast terhadap Rumbu vertikal den ng
kecepatan sudut sebesar’ Q



Bab VII
- Persamaan Kanonik

40 Persamaan Hamilton

Rumusan persoalan mekanika dengén pertolongan fu‘ngsi Lagrange
(mencari penurunan persamaan Lagrange ) keadaan mekanis dijelaskan
dengan menggunakan koordinat dak kecepatan diperumum. Akan tetapi,
sayangnya penjelasan demikian bukanlah satu-satunya alternatif yang
dapat digunakan. Sederetan keuntungan, khususnya dalam mengamati *
persoalan-persoalan mekanika, disediakan koordinat dan momentum
diperumum dari sistem. Dari hal ini muncul pertanyaan; bagaimana
persamaan gerak dapat diperoleh dari formulasi persoalan mekanika
yang bersesuaian,

Perubahan dari suatu fungsi total yang tidak bergantung pada
variabel menjadi variabel lainnya dapat dilakukan dengan cara transformasi,
yang didalam matematika dikenal dengan menggunakan transformasi
Legendre. Untuk kasus ini berarti.pula. Turunan total fungsi Lagrange
sebagai fungsi koordinat dan kecepatan adalah

dL =7y dq,+z) clq,

249
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Pernyataan di atas dapat ditulis dalam bentuk

= Z pi (l qi + Z pid g, | (40.1)

dengan turunan dL/dg, berdasarkan definisi sama dengan momentum
dlperumum p, karena persamaan Lagrange berlaku dLidg, = p,

Selanjutnya rumuskan kembali suku kedua pers. [40.1], menjadi:

3 pds = (Z pq) =3 G

dan ubah turunan total d (Zpg) pada ruas kiri persamaan dan
pertukarkan semua tanda maka pers. [40,1], diperoleh

. ([(Z P;-fi; - L) = - Z pi g + ‘Z“q"; d p,

" -Besaran yang diberi tanda turunan menyatakan energi sistem

(lihat §6); Dinyatakan dalam koordinat dan momentum dlsebut persamaan
Hamilton dari sistem, yaitu

H (p’ d, .t)_ = Z P; fi:j ’_ L, . (402)

Dari relasi

4

dH=-3pdg + 34 dp, (403

antara turunan, di mana koordinat dan momentum dianggap tidak saling
bergantung pada satu sama-lain, diperoleh relasi
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Gi = iﬁ pi = —zﬂ (40.4)

dpi Jq;

Persamaan di atas merupakan persamaan gerak dalam variabel
p dan g; disebut sebagai persamaan Hamilton dan akan membentuk
2s persamaan diferensial orde pertama untuk 2s fungsi p (¢) dan g (1)
yang belum diketahui (s adalah jumlah derajat kebebasan). Karena sifat
persamaan yang lebih sederhana dan mempunyai sifat simeteri, persamaan
ini disebut pula sebagai persamaan kanonik.

Turunan total terhadap waktu dari fungsi Hamilton adalah

d H dH AH JdH .
FTial OB oy LD W b

Dengan mensustitusikan g, dan p_dari pers [40-,4] maka turunan total
fungsi Hamilton (disebut Hamiltonian) terhadap waktu dapat ditulis
kembali, menjadi

dH oH
—_—= =, (40.5)
dt - ot

Jika Hamiltonian tidak bergantung pada waktu secara eksplisit,

dH/dr = 0, dan diperoleh kembali pengertian hukum kekekalan energi
yang telah diketahui.

Di samping variabel dinamis g, ¢ dan g, p fungsi Lagrange dan
Hamilton mempunyai pula parameter lain yang berbeda, yaitu parameter
yang mengkarakterkan sistem mekanis itu sendiri atau gaya luar yang
bekerja padanya. Misalnya parameter tersebut disimbolkan dengan A.
Jika parameter ini dianggap sebagai variabel, turunan total fungsi
Lagrange selain yang dituliskan pada pers. [40,1] dapat pula mempunyai
bentuk sebagai berikut.
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dL = Zp.dq,+Zp,dq, (l\

dengan menggunakan pers [40,2], kemudian diperoleh pula

dH = Z mdg + T gid py— cl A

Maka diperoleh relasi

O H {OdL ’ ,
(-a_,\—) - (() ,\>'._1 ’ (406)

menyatakan hubungan antara turunan parsial fungsi Hamilton dan
Lagrange, dinyatakan dalam parameter X indeks pada turunan menyatakan
bahwa turunan dikakukan pada harga p dan g konstan dan untuk
hubungan lainnya pada harga g dan g konstan. '

Hasil tersebut dapat pula-dinyatakan dalam konteks lain. Andaikan
fungst Lagrange berbentuk L = L, + L', dengan L’ adalah suku tambahan
dari fungsi L, Maka akan terdapat hubungan antara suku tambahan
fungsi Hamilton H = H_+ H' dan suku tambahan fungsi Lagrange
sebagai berikut '

(H) (40.7) .

pa

—(L)

74

. Patut pula dicatat bahwa transformasi pada pers. [40,1] ke pers.
[403] mengandung suku dt, di mana harus diperhatikan bahwa fungsi
Lagrange bergantung pada waktu secara eksplisit, yang dapat penulisan
tidak dituliskan, dan dalam pengamatan ini suku tersebut hanya
berperan dalam perubahan' harga parameter, tetapi tidak mempunyai
hubungan-sama sekali dengan transformasi. Analog dengan pers. [40,6]
turinan parsial dari L dan H terbadap waktu, diberikan melalui

(_a_g) =_(‘)_L-) L (40.5)
ot p.q Z §.q
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Contoh 82: Tentukan fungsi Hamilton untuk tiap titik massa dalam
koordinat kartesian, selinder dan bola !

/
Penyelesaian : Dalam koordinat kartesian

= _:;-(p'ﬁ o+ Ulzoy. 1)
Dalam koordinat selinder

H o= — ! P’ i-]—p"‘\+U[r'. . 2.
Im r? °)

Dalam koordinat bola

L (o b, 2 )

= — Fe t —— | + U(r. O. 0).
i 2m (P, T in?e) T (

Contoh 83: Tentukan fungsi Hamilton sebuah titik massa yang berada

di dalam sistem koordinat yang mengalami rotasi beraturan!

Penyelesaian: Jika kecepatan v pada pers. [39.11] yang menyatakan
energi diubah dalam momentum p dengan menggunakan pers [39.10],
didapat

H = p—e--—ﬂ[rp]-f*U.

2m

Contoh 84: Tentukan fungsi Hamilton suatu sistem yang mengandung
partikel bermassa M dan n partikel bermassa m tanpa memandang
adanya gaya berat (lihat contoh pada § 13) !

Penyelesaian: Energi E dapat diperoleh dari fungsi Lagrange dari
contoh pada § 13 dengan mengubah tanda energi potensial U {(negatif
menjadi positif). Momentum diperumum, menjadi
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dengan m?
puz—:n? E ’Uu—_ Vo

v, -—-+—ZP

n

Substitusikan ke E sehingga didapat persamaan sebagai berikut.

)

9,71 ZP“—}_—-‘_ (LP ) +U

w'

41 Fungsi Routh

Dalam beberapa kasus seluruh kecepatan diperumum tidak dapat
diubah menjadi variabel baru dalam momentum diperumum, tetapi
hanya sebagian darinya. Transformasi tersebut adalah analog dengan
yang telah dibahas pada bab sebelumnya.

Untuk menyederhanakan persoalan diandaikan bahwa hanya
terdapat dua koordinat yang dilambangkan dengan g dan £; akan
dilakukan transformasi dari koordinat g, £, g, ¢ ke g, ¢, p, ¢, di mana
p adalah momentum diperumum yang berhubungan dengan
koordinat g.

Turunan fungsi Lagrange L (q, & 4, é) adalah

OL 4 o kg0 Ok 4o BL
7 Ui+ g ds + gp o
AL oL

= pdg+pdg+ o df+ —(L,
¢ as

dL

Il
o
=
+

~
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atau dapat ditulis

d(L —pg) = pdg—qdp+ g—f—df-}- Q-[H([E

S ()f

Didefinisikan suatu fungsi yang disebt fungsi Routh sebagai berikut

Rg. p & &=pd-L 41.1)

dengan menyatakan kecepatan ¢ dalam momentum p yang diperoleh
dari p = dL/dq. Diferensial dari R adalah

: x aL al. . G
dB = —pdqg+qdp— 5{ d¢ — Egtlf. (41.2)
Selanjutnya diperoleh hubungan
dp dq
oL _ ok 3l _ ol -

9 T 9 0 3

Jika persamaan terakhir disubstitusikan ke persamaan Lagrange, yaitu
koordinat &, diiperoleh

d aRr an (11.3)

dt g¢ o9&
Berarti bahwa fungsi Routh adalah sama dengan fungsi Hamilton
untuk koordinat g (pers. [4.13]) dan fungsi Lagrange untuk koordinat

€ (pers. [14.5]).

Dari definisi umum dari energi suatu sistem maka
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Dengan mensubstitusikan kembali pers [41.4] ke pers. [41.1] diperoleh
pernyataan energi dalam fungsi Raouth, sebagai berikut

il OR

EER=f = (41.6)

e

Penggunaan rumusan di atas secara umum adalah untuk kasus sistem
koordinat.

Penggunaan fungsi Routh, dalam sistem muncul koordinat siklik.
Koordinat siklik tidak secara ekplisit baik dalam fungsi Lagrange,
maupun fungsi Routh, sehingga akhirnya hanya bergantung pada
p. & dan & Momentum p yang berhubungan dengan koordinat yang
bersangkutan adalah konstan (diperoleh dari persamaan kedua pada
pers. [41.3], yang dalam pengertian ini tidak memberikan hal baru).
Dengan mensubstitusikan momentum p pada pers. [41.5] melalui harga
konstanta yang telah diketahui sebelumnya, maka fungsi

d AR(p. £ &) _ R £ E)

dt ae o0&

hanya mengandung variabel £ sehingga koordinat
siklik dapat secara lengkap dieliminasi. Jika fungsi
ini "lenyap" dan hanya ditemukan fungsi § (1),
setelah £ () disubstitusikan pada ruas kanan persamaan,
diperoleh

OR(p. E_Sl
dp

yaitu fungsi g (1) dapat diperoleh dengan mengintegrasi secara langsung.

Contoh 85: Tentukan fungsi Routh untuk gasing simetri yang terdapat
di dalam medan luar U (¢, ©) dengan mengeliminasi koordinat siklik
p (i, @, dan © adalah sudut-sudut Euler).
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Penyelesaian: Fungsi Lagrange untuk gasing stmetri ada:llah

L=§-(é2 {

e

(bandingkan denga contoh 64 pada §35). Dengan demikian, maka
fungsi Routh diperoleh

2 !

R = PUJ)_L = QEI—"‘pﬁbHD('()bO-—% ((_.2_*_0 sin” O)
U(p. O);

suku pertama pada persamaan di atas adalah suatu konstanta yang dapat
diabaikan. |

42. Tanda Kurung Poisson

Misalkan f (p g, t) adalah suatu fungsi koordinat, momentum
dan waktu. Turunan total fungsi ini terhadap waktu adalah

df _ af (B_f _f_)
FTT +Z 5%(1” am

Substitusikan pernyataan untuk g, dan p, dari persamaan Hamilton
pers. [40.4], sehingga diperoleh

YOy, e

dengan relasi {Hf} didefinisikan

{Hf} =) (g{i ' L)’—m) . (a2.2)
k ’ )

ap;,

Pers. [42.2] disebut sebagai tanda kurung Poisson untuk variabel & dan

f |

|
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Fungsi-fungsi yang mengandung variabel dinami yang pada gerak
suatu sistem tetap konstan disebut sebagai integral gerak. Dari pers.
[42.1] dapat dilihat bahwa syarat bahwasanya besaran f adalah suatu
integral gerak adalah (dfid= 0), ditulis dalam bentuk

of
— Hf} = 0. (42.:
BT +{H [} ) (42.3)

Jika integral gerak tidak bergantung ekplisit terhadap waktu,

(Hf) =0 (42.4)

berarti bahwa tanda kurung Pisson dari f dan H harus sama dengan
nol.

Tanda kurung Poisson untuk dua besaran sembarang f dan g
adalah analog dengan pers. [42.2], yaitu

: al o¢g ar &
Jol = E (__ R (O = _9)
(/) T \9pk Bqx  Bqu Fpx ) _—

Tanda kurung Poisson mempunyai sifat yang dari definisinya dapat
dengan mudah diturunkan.

Jika kedua fungsi di atas saling dipertukarkan satu sama lain, tanda
kurung akan berubah tanda; jika salah satu fungsi sama dengan
konstanta ¢, tanda kurung akan berharga nol

{fel=-1g 1} (42.6)
{f ¢} =0 (42.7)
Selanjutnya berlaku pula

{ft + f. _fl} = {.fl q) + {f‘.’fl} g (4

[
o
—
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{fifan g} = K {L2a}+ 2 {f2u}). (42.9)

Dengan menurunkan pers. [42.5] secara parsial terhadap waktu diperoleh
df dq :

o= — 42.10

{fg} {)‘, }+{fm (42.10)

Jika salah satu fungsi f atau g merupakan momentum atau koordinat,
tanda kurung Poisson akan mengalami reduksi melalui turunan parsial,
yaitu

a/

{(fa} = s (42.11)
a
{fre} = . (42.12)

Pers. [42.11] misalnya didapat pada pers. [42.5] diambil harga g =
g, seluruh penjumlahan semua akan menjadi satu suku karena

d ;
i L Ok1
0111

dan
Y
ap;

Jika fungsi f pada pers. [42.11] dan [42.12] diganti dengan qi  atau
p, didapat hubungan, sebagai berikut

lgq) =0 (Pp) =0, lpg, = 6, (42.13)

Antara dua tanda kurung Poisson yang dibentuk oleh tiga fungsi,
terdapat hubungan

Ulghl) + (g thfA) + (A (fg}) =0 (42.14)
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relasi ini disebut sebagai identitas Jacobi.

Untuk membuktikan pandang hal berikut ini. Dari definisi pada
pers. (42.5) tanda kurung Poisson ntuk {f g} merupakan fungsi
homogen biliner turunan pertama dari f dan g. OLeh karena itu, sebagai
contoh {h {f g}} merupakan turunan kedua dari f dan g. Seluruh ruas
kiri pers [42.14] merupakan turunan kedua fungsi homogen untuk
seluruh fungsi f g, dan h. Kemudian kumpulkan semua suku yang
mengandung turunan Kedua dari f. Pada tanda kurung pertama tidak
terdapat apapun, padanya hanya mucul turunan pertama dari f. Jumlah
tanda kurung kedua dan ketiga ditulis dalam bentuk simbolis dengan
mendefinisikan operator linier turunan D, dan D,, sebagai berikut

Maka didapat hubungan

(g (A S+ {0 {Fa}} = (g {h/}} - {h {9/}}

= Di(Dy(f)) - Dy (D, (f))

= (DyD;— D, D) f.

Dalam hal ini mudah dilihat bahwa kombinasi operator diferensial linier
tidak dapat mengandung turunan kedua dari f. Oleh karena itu, operator
diferensial linier ini mempunyai bentuk umum, sebagai berikut

d d
D, = Z Sk 9z, Dy =Y L e

k

dengan &, dan m k adalah fungsi sembarang dari variabel x,, x,, x
Dengan demikian, maka

3
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3n &
[)l Dz = Z €L h‘ tTIkJ'[ + Zl E';i- a_rl1

k.t k

52 % o
D2 DI — Z} Mk 6, drg g + ; f] dry a-l'j ?
k, 5

dan selisih dari kedua perkalian operator di atas memberikan hasil
sebagai berikut

D102“0201=Z(E O Bff)f'_J

k1 C)J’.‘L 81'1

merupakan operator yang hanya mengandung turunan pertama. Hal ini
berarti bahwa turunan kedua dari f pada ruas kiri pers. [42.14] akan
saling menghilangkan. Tentunya hal yang sama juga berlaku untuk
fungsi ¢ dan h, yaitu semua pertanyaannya adalah sama dengan nol.

Suatu sifat tanda kurung Poisson yang penting adalah, tanda
kurung dibentuk dari dua integral gerak f dan g, sebagai hasilnya akan
diperoleh kembali integral gerak, yaitu

{f g} = konstan. (42.15)

Pers. [42.15] disebut sebagai teorema Poisson.

Pembuktian teorema ini adalah amat sederhana jika dua fungsi
S dan g bukan merupakan suatu fungsi terhadap waktu secara ekplisit.
Jika dimisalkan identitas Jacobi h = P, diperoleh

(Hifgll+ U (gH) + (g (H1}) =0

Dalam hal ini terlihat bahwa dari pembuktian sebelumnya
{h f} = 0 menyebabkan {H {f g}} =
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Jika integral gerak f dan g bergantung pada waktu secara eksplisit,
berdasarkan pers.[42.1] ditulis

d d
3 9t =5, Uab+{H {79}}.

Dengan rumusan pada pers [42.10] dengan mensubstitusikan tanda
kurung {H {f g}} melalui dua identitas Jacobi yang berbeda, diperoleh:

{Lf} +{ g—j’} —{ (ol g L)

= {;)7+{H,f},.«/}+{f. ;—f’Jr{u;,}}

d _for Dy
T, {fg} = {a—zg}+{‘ "07}‘

dari hasil ini dapat dibuktikan teorema Poisson berlaku untuk kasus
umum.

Il

d
5 9}

atau

Penggunaan teorem Poisson tentunya tidak selalu akan menimbulkan
integral gerak yang baru karena jumlahnya yang terbatas (terdapat
sebanyak 2s — | macam, dengan s adalah derajat kebbasan). Dalam
beberapa hal teorema ini dapat pula menghasilkan hasil yang tivial
sehingga menyebabkan tanda kurung Poisson menjadi konstanta. Untuk
kasus lainnya dapat ditunjukkan bahwa integral gerak yang baru sebagai
fungsi dari integral peralihan dari f ke g>. Jika kasus tidak sesuai
dengan salah satu dari kasus yang disebutkan di atas, tanda kurung
Poisson akan memberikan integral gerak yang baru.

Contoh 86: Tentukan tanda kurung Poisson yang dibentuk dari
momentum p dan momentum angular M = [r p] dalam koordinat
kartesian.
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Penyelesaian: Dengan pertolongan pers. [42.12] didapat

oM, 0 : o
— = — iy he — =
a.')‘ al’ I Pe py Pz

{Mt Py} =

analog dengan perhitungan di atas diperoleh pula

iMp,} =0, (Mp) =p

Tanda kurung untuk besaran momentum anular dan momentum lainya
dapat dicari melalui penukaran indeks x, y, z.

Contoh 87: Tentukan tanda kurung Poisson yang dibentuk dari
komponen momenutm angular M (dalam koordinat kartesian).

Penyelesaian: Perhitungan langsung dari pers. [42.5] menghasilkan
{M:My} = —M:r {My M,} = —M:. {MQMI.} — '_My-

Dalam hal ini momentum dan koordinat dari partikel berbeda yang
merupakan variabel independen satu sama lain, dapat dengan mudah
diperoleh dengan memperhatikan persamaan yang didapat dari contoh
86 dan 87; rumusan tersebut juga berlaku untuk momentum total dan
momentum angular total dari partikel sembarang.

Contoh 88: Tunjukkan bahwa berlaku hubungan
{@ M} =0.

p adalah fungsi skalar sembarang dari koordinat dan momentum
sartikel.

Penyelesaian: Suatu fungsi skalar dari vektor r dan p hanya bergantung
bada kombinasi r>, p?, r p. Oleh karena itu, berlaku



264

Qf_ o 2r + oy

or a(r)? dlpr)

p

demikian pula untuk d¢/dp. Relasi yang dicari dapat dihitung langsung
dari pers. [42.5] dengan memperhatikan aturan diferensial yang ada.

Contoh 89: Tunjukkan bahwa berlaku hubungan

UM} = {fn}

dengan f adalah suatu fungsi koordinat dan momentum partikel dan
n menggambarkan vektor satuan pada arah z.

Penyesaian: Vektor sembarang f (r. p) dapat ditulis dalam bentuk

f=ro +po, +[rplo,
dengan @,, ¢,, dan @, adalah fungsi skalar. Relasi yang dicari dapat
dihitung langsung dari pers. [42.9], [42.11], [42.12], dan diverifikasi
dengan menggunakan persamaan pada contoh 88.

43. Aksi Sebagai Fungsi Koordinat
Pada formulasi prinsip aksi terkecil telah diketahui integral indeks

t2
¢ = f Ldt. (43.1)
ty

yang menyatakan integral sepanjang dua lintasan ¢ dan ¢ yang
dilalui sistem dalam interval waktu ¢, dan r,. Pada variasi aksi harga
integral di atas untuk lintasan yang bertetangga dibandingkan dengan
satu harga g(z,) dan g(t,). Hanya salah satu dari lintasan ini yang sesuai
dengan gerak sebenarnya, yaitu lintasan yang mempunyai harga integral
S berharga minimum.
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Akan dibahas {pengertian aksi dalam sudut pandangI berbeda.
Yaitu S dipandang [sebagai suatu besaran, yang mengkarakterkan
lintasan gerak sebenarmya dan dengan membandingkan harga lintasan
yang mempunyai syai’at batas yang sama,yaitu g(r) = ¢''. Akan tetapi,
mempunyai posisi akhir yang berbeda pada waktur ¢,. Dengan perkataan
lain, integral, yaitu batas integrasi yang telah diberikan di atas.

Perubahan aksi dalam peralihan dari suatu lintasan ke lintasan
tetangganya (lintasan berdekatan) dapat dinyatakan menurut pers.[2.5]
adalah {misalnya untuk kasus satu derajat kebebasan)

ts
i3 H K ‘

+ -{)—L— - i Q—{‘- Eq il
4 Fq Dy

t

AL
=
LI a §q

Dalam hal ini lintasan sebenarnya dari gerak adalah memenuhi persamaan
Lagrange, sehingga integral yang muncul akan sama dengan nol. Pada
suku pertama dianggap bahwa batas bawah 8g(¢)) = 0 dan tuliskan harga
8g(f) = 0 dan tuliskan harga &g (t,) hanya sebagai dg. Selanjutnya
substitusikan 31/9q dengan p maka akhirnya didapat 8S = p § ¢; untuk
kasus lebih umum dengan beberapa derajat kebebasan berlaku

58 = Z p;éq;. ' . (43'2)

Dari relasi ini diketahui bahwa turunan parsial aksi terhadap koordinat
adalah sama dengan momentumnya

a5
E)q,- = P

(43'.3)

Analog di atas, aksi dapat pula secara elsplisit sebagai fungsi
waktu jika diperhatikan lintasan yang pada saat awal ¢, bermula pada
posisi ¢’ dan berakhir pada g pada saat akhir r, = t. Untuk kasus
demikian turunan parsial d5/0¢ dapat dicari dari variasi integral. Secara
sederhana turunan parsial tesebut dapat dicari dengan menggunakan
pers [43.3] dan gunakan tata cara berikut:

1
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Berdasarkan definisi aksi diketahui bahwa turunan totalnya
sepanjang lintasan adalah
ds

df

Try

= L. (13.1)

Jika S sebagai fungsi koordinat dan waktu, dengan mengambil tolak
ukur penjelasan di atas dan menggunakan pers. [43.3], turunan total

S menjadi
ds5 a5 as .
T_8_+Zr) = +ZP:Q.
Bandingkan kedua rumusan di atas maka didapat relasi

aH L—Z[Jf/‘

dan akhirnya dapat pula disimpulkan bahwa
- = =H. (43.3)

Pers. [43.3] dan [43.5] dapat disimpulkan dalam satu rumusan,
yaitu:

dS = Z mog— Hdl (13.6)

yang tidak lain merupakan turunan total aksi fungsi koordinat dan waktu
dengan batas integrasi seperti diberikan pada pers. [43.1]. Selanjutnya
diandaikan bahwa tidak hanya koordinat (dan waktu) akhir yang
dianggap sebagai variabel, tetapi juga koordinat (dan waktu) awal.
Dengan demikian, rumusan pada pers. [43.6] dapat diberikan sekali lagi
dalam bentuk perbedaan antara dua batas integral yang bersangkutan.
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|
|
45 = Z p g (I H® Q) -3 " gl gt gy, (13.7)

Relasi di atés sekaligns menunjukkan bahwa keadaan akhir
sistem bukan merupakan fungsi sembarang dari keadaan awalnya;
misalnya dalam keadaan bergerak sistem dipengaruhi oleh pengaruh
luar; hanya gerak demikian yang mungkin terjadi, yaitu gerak yang
dinyatakan oleh turunan total aksi pada ruas kanan pers. [43.7]. Dengan
demikian, maka seluruh gerak sistem telah dapat diselesaikan dengan
hanya menggunakan prinsip aksi terkecil, tanpa harus mempersoalkannya
dengan fungsi Lagrange. Sebagai contoh misalnya dapat dibuat sederetan
aturan umum (tanpa memandang adanya gaya luar) untuk membahas
sejumlah partikel yang dipancarkan dari satu titik di dalam ruang.
Pembahasan aturan demikian merupakan dasar dari optika geometri.

Hal yang menarik perhatian di sini adalah secara formal persamaan
Hamilton dapat diturunkan dari prinsip aksi terkecil, yaitu jika pers.
[43.6] dituliskan dalam bentuk integral sebagai berikut

S = j (Z pige— H d-/) . (-i?3.gl

dan koordinat dan momentum dianggap sebagai'variabel yang saling
independen. Dengan cara sederhana dan’ singkat penurunan ini dapat
dibahas dengan mengandaikan bahwa secara keseluruhan terdapat hanya
koordinat dan momentumn. Maka variasi akasi menjadi

685 = / {5pdq + dpdg — ﬂ by cdf — ﬂ (\pdl}
Ay i ‘

H
]

dan ubah suku kedua (dengan mengintegrasikannya secara parsial)
sehingga d:dapat
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. : OH o " OH )
55_ = /.ép (d --—_—(“)—{— 551 '—/ é ( )+ —
. q p -._I ¢ | g .rl; ey d¢ | .

Pada batas integrasi harga 8¢ = 0 sehingga suku yang mengandung
integral dapat dihilangkan. Suku-suku lainnya hanya dapat berharga nol
untuk harga 0p dan 8¢ sembarang melalui syarat tertentu, yaitu apabila
kedua integral menjadi nol sehingga diperoleh relasi
- OH dl

q. 5p Oh A — d¢
berarti bahwa persamaan Hamilton akan diperoleh dengan membagi
ruas Kkiri dengan dt. -

44. Prinsip Maupeftius

Melalui prinsip aksi terkecil gerak sistem mekanis dapat ditentukan
denga sempurna karena-melalui penyelesaian yang didasari prinsip ini,
persamaan gerak dapat dinyatakan baik dalam bentuk lintasan, maupun
waktu di mana titik-titik yang menyatakan keadaan sistem setiap saat

"berjalan".

Jika yang menjadi pokok perhatian hanya bentuk dari lintasan (trayektori),
bagian yang mengandung waktu dari persoalan, prinsip aksi terkecil
dapat dirumuskan lebih sederhana lagi.

Diasumsikan bahwa fungsi Lagrange dan Hamilton sistem tidak
mengandung waktu secara eksplisit sehingga energi sistem merupakan
besaran yang kekal: H (p, g) = E = konstan.

-Berdasarkan prinsip aksi terkecil, variasi aksi yang diberikan
melalui koordinat awal dan akhir, demikian juga dengan waktu awal
dan akhir (¢, dan ?) sama dengan nol. Jika waktu akhir ¢ f divariasi
koordinat awal dan akhir dapat ditentukan, diperoleh bahwa (lihat pers.
[43.3]

8S = —HS 1. : (44.1).
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Selanjutnya tidak dilakukan perbandingan lintasan dari gerak
virtual sistem, tetapi hanya lintasan yang memenuhi hukum kekekalan
snergi. Untuk lintasanidemikian, H pada pers. [44.1] dapat ditambahkan
jengan konstanta E, yaitu '
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5.5‘_ + E6t = 0. - (44.2)

Jika aksi ditulis dalam bentuk seperti pada pers [43.8] dan fungsi H
diganti dengan konstanta E, akan didapat persamaan sebagai berikut

= [‘hr‘dfh - E(L=- to)- 44.3)

Suku pertama persamaan di atas sama dengan
S, = J. pdq, ' (44.4)

kadang-kadang disebut-sebagai aksi ters}nékar. Substitusikan pers.[44.3]
ke [44.2, maka diperoleh

85 = 0 (44.5)

Aksi tersingkat mempunyai minimum untuk semua lintasan yang
memenuhi hukum kekekalan energi dan dalam waktu sembarang akan
melalui titik akhir. Untuk merumuskan prinsip variasi demikian, seluruh
momentum yang terdapat pada pers. [44.4] harus dinyatakan dalam g
dan dg. Untuk itu didefinisikan persamaan

. dg , .
- . (41.6
pi adq; L ( (lt) ; )

yaitu sebagai momentum dan gunakan kekekalan energi
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dg . -
= . _ A4
z-:( “) (41.7)

Jika pada rumusan terakhir d¢ dinyatakan sebagai fungsi dari koordinat
q dan gunakan turunan dg, kemudian substitusikan ke pers. [44.6], akan
diperoleh pernyataan momentum p dalam ¢ dan dg, di mana energi
E berperan hanya sebagai parameter. Prinsip variasi yang dirumuskan
demikian, menentukan lintasan sistem; prinsip ini sering disebut sebagai
prinsip Maupettius (walaupun formulasi yang dlkemukakannya berasal
dari rumusan Euler dan Lagrange).

Fungsi Lagrange biasanya mempunyai bentuk seperti dlbenkan
pada pers. [3.5], yaitu

[. = - Z t:mq;qm th)

mengandung perbedaan energi kinetik dan potensial. Selanjutnya akan
dibahas kasus di atas secara eksplisit. Dalarm hal.ini untuk ‘momentum
berlaku

P = 0l
P ()q‘ Z ik(q) gk

dan untuk energi
K

S e

| ,
=5 > awlq) qu ik + U(q).

—

rk

Dari persamaan terakhir didapat bahwa -

At _ Z“”‘Mﬁ: . (41.8)
AL - U) -

dan disubstitusikan pada persamaan
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' s e gk

cdag: = o= day;
E pidgi = ;“* .
lperoleh ak51 tersmgkat dalam bcntuk

/\/)(E U Yﬂ,;‘dq,dq" o (44.9)

'ebuah titik masa, misalnya mempunyai energi kinetik

T T m (dl\? ' -
T=3 (v)

dengan m adalah massa partikel dan d/ adalah elemen lintasannya), ‘
lan prinsip variasi untuk menentukan bentuk lintasan" partikel adalah

'5/ V2AE=U)dt =0/ ' (11.10)

lengan mtegral antara dua titik yang diketahui di dalam ruang Bentuk
[emlklan yang diramuskan oleh Jacobi.

. Pada gerak bebas sebuah partikel harga U 0 dan pers.[44 ]0]
kan menghasilkan solusi trivial & { di = 0, berarti bahwa partikel
sergerak dengan lintasan terpendek berbentuk garis furus.

Kembali ke persamaan aksi pada pers. [44.3] dan buat pula variasi
mtuk aks: “dengan parameter E.

55 = a)“‘; SE—{—1L)§E~ESt =

Jerdasarkan pers. [44.2] selanjutnya didapat.bahwa:
5, B
77

Intuk aksi tersmgkat pada pers [44 9] akan dldapat rélasi_séba'gai
)enkut '

=1—{. {(11.11)

'.: -t

Co
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Sagdidgs G L. '
/\/>(E—{ =, T | (44.12)

1t

yang tidak lain merupakan mtegral pada pers [44 8] Bersama-sam:
dengan persamaan hntasan persamaan ini juga turut melengkap|
penyelesaian gerak.

Contoh 90: Turunkan persaman dlferensml lintasan dari prinsip variasi
pada pers. [44.10]! .-

Penyelesaian: Dari prinsip variasi diketahui bahwa

. or 2 2AE = 1) - ar

Pada suku Kedua diagmati’ bahwa dP = di* sehmgga dldd{ = dr;
selanjutnya integrasikan suku ini secara parsial, substitusikan koefisien
Or pada integran sama dengan nol maka diperoleh persamaan diferensial

r—od (m"_") A
(VY Ir

Dengan menghituné turunan pada ruas kiri persamaan di atas dan
gantikan —U/dr = F maka persamaan di atas dapat dibentuk menjadi

d*r. P (Ftt
cll’ - AL -U)

dengan ¢ = dr/d/, yaitu sebagal vektor satuan pada arah tangensial
lintasan. Selisih F — (F#) ¢ memberikan komponen normal gaya terhadap
lintasan. Turunan d’e/d? = de/dl, seperti telah diketahui dari geometri
turunan adalah sama dengan n/R dengan R adalah jari-jari kelengkungan.
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HIRIANG) far e omis | pinm. , 11y J.-
‘dan i adalah vektor satuan dan vek[or normal tama Jlkd selanjutnya

~ drdiapat

i AR il ke
£ _ U dlg* 1}tlkan dengan energl ]unehk mh /2 dldapal

. He ' D -
‘ : R N L T S
n = i = n
- .'-R )
L sUATL
ndak Iam sesual dengan pemyata!an yang telah dlketahm untuk suatu
""- RO

percepatan hoTival dar1 gerak dengan llntasan melengkung

45. Transformasx Kanoxﬁk

Borsnha e ¢ MEVEN Laleh borcding e St
Pemilihan koordmat dtperumum q dlbatzm oleh kond151 terbaltag

Soan- LT st sl
dapat dwunakan $ besaran sembarang yang menentukan p051ssr blSIe‘[n
NI TUA TS
di dalam ruang dengan Jelas Bentuk persamaan Lagrange pada pers

[2 6] ndak bergantung pada pemlllhan dni, hal |n| dapat dlkatakan bahwa

persamaan Lagrange adalah mvanan terhadap transforma31 dari 'k‘oox:dmal
qn qz,) qj, ..r. v menjadl koordmat sembarang yh”g baru Koordmat

barii Q 05 Q ; Q dalﬁﬁ fungs: dir Koordinat lama a, d1 mana
ikl Mg 000NN VAN Barl 000, Dal S

terdapat kerpungkman bahwa dalam Kkoordinat yang baru ini dapal saja
muncul waktu secara eksphsgt Hil démikidh adalah berhubungan

dengan trdnsformasi sebagai berikiit.

P !

IR A pa- 1
Q Qg (45.1)
AL o wiea i SR LAy TIPS T T Lol L gL T BT, SR P T SRS T P NPR Sl
(transfbrmam sébem ini blasanya Ehsebut sebagai transformasr titik).
-1 hev n

Selam persamaan Lagrange, tenlunya persamaan Hamllton Juga
akan tetap ndak berubah karena tr insformasi pers. [45 ]] (mvanan)

11 [ L s (NS Fa SN I M PPN B P

Akan tetapl untuk kasus persamaan Haml]tonI teréia’pat transformasn
Tt 3

yang leblh besar dlbandmg persamaan Lagrange Ha] m) terletak bah_wa
. |.‘v L

metode Hamllton dlturunkan dengan dasar memperlakukan p dan q

'y T

sebagal besaran yang sahng tldak bergantung dan berlaku sama. Olelll
(e o ' Ve
karena ltu pengeman transfonna51 u'ntuk persamaan Hamllton har}us
C T i
dltambahkan ya:tu me]akukan transformam sebanyak 2 besaran mlsalnya
‘. il n‘uT i
dari kodrdinat g, p ke koordmat Q P berdasarkan persamaan

;- - "'L. e

D= 0 g, 1) 5 15
=0 waen p = ") (45 2)
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Penambahan transformasi yang dlperbolehkan menggambarkan suatu
keuntungan tersendm dari metode Hamilton di’ dalam mekamka

Bentuk kanonik persamaan gerak tidak lagi dapat dlpertahankan '
untuk sembarang bentuk transforma51 Selanjutnya akan -diturunkan
syarat agar transformasi harus . memenuhi persamaan gerak dalam
bentuk

L OH" o 9H’ o
AL SRR AL 45.3)
Qi = 35 * ajt?c (

dengan H' (P, Q) adalah fungsi Hamilton yang baru. Transformasx
demlklan disebut sebaga1 transformas: kanonik.

Untuk merumuskan transformasi kanomk dapat dilakukan cara
sebagai berikut. Pada akhir §43, telah ditunjukkan bahwa persamaan
Hamilton ~dapat dlturunkan dari prinsip aksi. terkecﬂ jika bentuk
integral;

: / (Z’P:dqg—f{dt) =0 . 454)

(koordinat dan momentum pada persamaan di atas divariasi saling tidak
bergantung). Agar besaran P dan Q memenuhi pula persamaan Hamilton,
maka untuk kedua variabel tersebut (P dan Q) harus pula’ memenuhl,
pnn51p aksi terkecil sebagal berlkut

5] (T P:lQ —H m) = 0 (45.5)

' ‘Kedua prinsip yang dinyatakan pada pers. [45. 4] dan [45.5] adalah
hanya untuk syarat tertentu menjadi ekuivalen, yaitu masing-masing
integran yang terdapat di dalamnya paling. tidak haruslah merupakan
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turunan; total dari ILuatu fungsi F terhadap koordinat; momentum dan
waktu" karena perbedaan kedua integral adalah nol. Dalam hal ini

variasi suatu ,k'onst!anta (perbedaan dari harga E pada batas integrasi)
akan sama dengan nol. Oleh karena itu berlaku

Y p,dg, - H dt= 3 pdQ. - H' di + dF.

Setiap ‘transformasi kanonik dikarakteristikkan oleh fungsi F yang
disebut sebagai fungsi pembukti transformasi®.

Apablla persamaan terakhir dlmmuskan kembali menjadl
dF = /Z pidg; — Z PdQi+ (H' = H)dl, (45.6)

diperoleh
- 9F or OF
pi=2—,  P=o = M+
dqi” a0, it
dalam hal ini diandaikan bahwa fungsi pembukti bergantung ‘pada
koordinat lama dan 'baru (juga terhadap waktu tentunyay F = F (q. Q
). Untuk suatu fungsi F, pers. [45. 7] merupakan suatu penghubung

antara besaran lama (» g), dan baru (P, ). Selain 1ru akan
menghasilkan pula fungsi Hamilton yang baru.

Hal penting yang patut diperhatikan adalah apabila fungsi

=

1Y Dalam hal ini tidak dibicarakan transformasi trivial Pi=gp. Q= q‘,. H' =4 H, denlgan
« adalah suatu konstanta sembarang dari integran pada ‘pers. [45.4] dah [45.5] hanya
dibedakan dengan faktor konstanta a.

2)  Fungsi F disebut pula sebagai fungsi sembarang dalam H. Goldstein Classical Mechanics.
Addison Wesley, 1964.
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pembukti tidak dinyatakan dalam variabel lama ¢ dan variabel baru
O, melainkan oleh variabel lama g dan variabel baru P. Untuk
menurunkan rumusan transformasi kanonik, dalam hal ini relasi pada
pers. [45.6] haruslah dilakukan transformasi Legendre. Untuk itu tulis
pers, [45.6] dalam bentuk sebagai berikut:

( ZPQ) S pidgi+ Y, QP+ (H' = Hdt,

Suku yang mengandung turunan pada ruas kiri adalah sebagai fungsi
pembukti yang baru dalam variabel ¢ dan P. Misalnya, fungsi tersebut
disimbolkan dengan ® (g, P, r) daan diperoleh™

L AP e p st
= —_— = L [[' = H " (43.5
& Ay’ @ ap = ot )

Dengan cara analog formulasi transformasi kanonik untuk fungsi
pembukti tergantung dari p dan Q atau p dan P dapat pula dirumuskan.

Hal penting vang harus diingat adalah antara fungsi Hamilton
baru dan lama terdapat "kandungan" yang sama: Perbedaan antara
H' — H adalah sama dengan turunan fungsi pembukti terhadap waktu.
Jika fungsi tersebut bukan merupakan fungsi yang bergantung pada
waktu secara eksplisit, akan diperoleh pula bahwa H' = H. Untuk kasus
demikian fungsi Hamilton dapat diperoleh dengan mudah, yaitu hanya

3)  Patut dicatat bahwa fungsi pembukti dalam bentuk:

$= 3 Ll QR
(f, adalah fungsi sembarang) yang digunakan dalam transformasi tersebut mengandung
koordinat baru yang diberikan sebagai Q = f (4. 1), hanya bergantung pada koordinat lama
(tetapi tidak bergantung pada momentum). Transformasi ini disebut sebagai transformasi
titik yang tentunya merupakan khusus dari transformasi kanonik.
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dengan menukarkan variabel g dan p dalam koordinat yang baru Q
dan P.

Bentuk yang demikian umum dan transformasi kanonik maka
dalam metode Hamilton pengertian tentang koordinat diperumum
menjadi kabur sama sekali. Oleh karena itu,transformasi yang dituliskan
pada pers. [54.2] mengandung pernyataan variabel P dan Q, baik sebagai
fungsi ¢ maupun p variabel Q dalam hal ini bukan lagi mempunyai
arti sebagai koordinat ruang. Perbedaan antara dua kelompok variabel
tersebut secara mendasar hanya merupakan persialan nomenklatur. Hal
yang lebih jelas, misalnya dalam transformasi Q = p, Pi= —¢" yang
tentunya tidak mengandung perubahan sifat kanonik variabel, hanya
merupakan perubahan nama dari koordinat menjadi momentum.

Oleh karena itu, pengertian penamaan variabel tidak memberikan
arti yang jelas dalam metode Hamilton maka variabel seringkali disebut
sebagai besaran konyugat kanonik.

Syarat untuk konyugat kanonik dapat diramuskan secara sederhana
dengan menggunakan tanda kurung Poisson. Untuk itu akan dibuktikan
terlebih dahulu sifat invarian tanda kurung Poisson terhadap transformasi
kaninik.

Diasumsikan {f g}M adalah tanda kurung Poisson untuk variabel
fdan g, yaitu diturunkan terhadap variabel p dan ¢, misalnya {f g}p‘Q
adalah tanda kurung Poisson untuk besaran yang sama, diturunkan
terhadap P dan Q. Maka berlaku hubungan

fel,=Ue (45.9)

Kebenaran relasi ini dapat dibuktikan secara langsung dengan
menggunakan rumusan transformasi kanonik. Akan tetapi, perhitungan

4)  Transformasi ini sesuai dengan fungsi pembukti F = ¥ ¢ Q.
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dapat pula dilakukan dengan pertolongan rumusan berikut. Dari pers.
[45.7] dan [45.5] diketahui bahwa waktu mempunyai peran penting
pada parameter. Jika teorema untuk besaran-besaran yang tidak bergantung
secara eksplisit terhadap waktu [pers. [45.9]) dibuktikan, rumusan akan
berlaku pula untuk kasus yang lebih umum. Selanjutnya, misalnya
fungsi g adalah sebagai fungsi Hamilton dari suatu sistem fiktif. Maka
berdasarkan pers [42.1] U:S’},,_q = —df/dt. Turunan df/dr hanya bergantung
pada sifat gerak sistem fikti” sendiri, tidak tergantung kepada pemilihan
variabel. Sehubungan dengan hal ini tanda kurung Poisson {fg} pada
perubahan (transformasi) untuk koordinat yang baru tidak akan mengalami
perubahan.

Dari pers-[42.13] dan teorema pada pers. [45.9] didapat
{Q'Q*}p.; =0, {P P*.}M =0, {F Q*}p.'; = 4 (45.10)

Persamaan ini merupakan syarat yang diperoleh dari tanda kurung
Poisson yang harus dipenuhi oleh variabel yang baru, agar transformasi
> P, Q adalah kanonik.

dari p, g

Hal yang menarik untuk diperhatikan adalah bahwa besaran-
besaran p dan g sendiri dapat dipandang sebagai transformasi kanonik
dalam suatu peristiwa gerak. Arti dari pengertian ini adalah sebagai
berikut, misalnya ¢, p, adalah harga-harga variabel kanonik pada saat
t dan g, + p,, . adalah harga kedua besaran tersebut untuk waktu yang
lain, r + T. Harga variabel terakhir adalah sebagai fungsi harga pertama
(dan dari ukuran interval sebagai parameter), berarti

Gr = Qe pa T e = PG pe T

Jika persamaan di atas dianggap sebagai transformasi dari koordinat
q, p, ke koordinat g, p,, ., transformasi ini disebut sebagai transformasi
kanonik juga. Pernyataan ini dapat diturunkan dari rumusan dS = X
(p.dq,,, _pdq), yaitu sebagai turunan dari § (q,,9,) yang dipandang
sepanjang trayektori untuk waktu ¢ dan ¢ + 7, melalui titik g, dan ¢

T+
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(lihat pers. [43.7]). Dengan membandingkan rumusan ini dengan pers.
[45.6] dapat disimpulkan bahwa -S merupakan fungsi pembukti dari
transformasi.

46. Teorema Lioville

Kepentingan interpretasi geometri dari fenomena mekanis seringkali
digunakan istilah ruag fase, yaitu suatu ruang dimensi 2s, dinyatakan
dalam s koordinat dan s momentum diperumum. Setiap titik di dalam
ruang ini menggambarkan keadaan mekanis suatu sistem. Setiap gerak
di dalam suatu sistem digambarkan oleh sebuah titik sesuai dengan
kurva tertentu yang disebut sebagai lintasan fase.

Hasil kali turunan koordinat dan momentum diperumum berikut
d I =dg, ... dq, dp, ... dp,

dapat diandaikan sebagai "elemen volume" ruang fase. Selanjutnya
integral | d G yang dibatasi oleh suatu daerah di dalam ruang fase
adalah menggambarkan kandungan yang terdapat dalamnya. Akan
ditunjukkan pula bahwa besaran ini mempunyai sifat invarian terhadap
trnasformasi kanonik. Jika suatu transormasi kanonik dilakukan dari
besaran p, ¢ ke P, O, besarnya volume untuk daerah tertentu yang
terkandung untuk masing-masing ruang yang dinyatakan oleh p, g dan
P, Q adalah sama, seperti

jr'.' /(l"l.“‘l{!\,(i!Jl‘..fli}ﬂ — / A / d(?l-.-d(_")d“[’l...

AP (46.1)-

Suatu transformasi variabel yang dinyatakan dalam integral jamak dapat
dicari melalui rumusan yang telah diketahui, yaitu

/---/dQﬁn(lC),(lP.---(U",. = [ / l')(]r“'--‘dr;s(lp]

- dps.
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dengan

MNQy. . Q.. P---. P,
B o e : (46.2)
(g o s By = )

yang disebut sebagai determinan fungsional dari transformasi. Oleh
karena itu, dari teorema pada pers. [16.1] dapat pula ditunjukkan bahwa
determinan fungsional suatu transformasi kanonik sembarang adalah
sama dengan 1

D =1 (46.3)

Dengan menggunakan sifat determinan fungsional yang diketahui,
yaitu dengan memperlakukannya seperti memperlakukan bilangan pecahan
"pembagian pembilang dan penyebut" dengan 9 (g, ...... Ml P hena ;
p,), didapat hubungan

p2 Q- QP P O e i ps)
a(Qla"'y s,y Pl"'~Ps) a(‘[l-""Q’s-[’t"’-Ps)

Dari aturan lain yang diketahui, determinan fungsional akan mengalami
reduksi dalam "pembilang” dan "penyerbu” maka akan muncul harga
yang sama sehingga jumlah variabel menjadi lebih sedikit. Kemudian
dengan menurunkan seluruhnya, turunan besaran yang mempunyai
harga sama dapat dianggap sebagai konstanta. Oleh karena itu, berlaku
relasi

I)_{d(Q'l'-Q!)} /{f)(PI--P;-)}

d (ql! Tty sy ) P=konst. Z ( Pl‘ i) g=konst.
\-46.4)

Selanjutnya perhatikan deteminan fungsional pada pembilang persamaan

ini. Berdasarkan definisi determinan ini mempunyai orde sebanyak s,

terdiri dari elemen dQ/dg, (elemen titik potongan dai baris ke baris
ke i dan kolom ke k). Bayangkan transformasi kanonik dengan
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lertolongan fungsi yang timbul ® (g, P) dalam bentuk pers. [45.8] dan
lidapat

2Q, - %P,

f')qk = f)qk i) P,'-

Jengan cara yang sama diperoleh elemen (i, k) dari determinan
)enyebut pada pers [46.4] sama dengan 0°®/dgdP,. Berarti bahwa
iedua determinan tersebut hanya berbeda dari pertukaran tanda baris
lan kolom. Oleh karena itu, keduanya sama sehingga perbandingan
rang terdapat pada pers. [46.4] menjadi sama dengan satu.

Selanjutnya perhatikan bahwa setiap titik yang terdapat di dalam
laerah tertentu, di dalam ruang fase akan mengalami pergeseran
erhadap waktu sesuai dengan persamaan gerak sistem mekanis
rersangkutan. Dengan demikian seluruh daerah akan mengalami pergeseran.
\kan tetapi, volume tetap fdak berubah, atau

dI' = konstan (46.5)

feorema LIOVILLE ini diturunkan secara langsung dari invariansi
r'olume dengan menggunakan transformasi kanonik sehingga perubahan
» dan ¢ sendiri dapat dipandang sebagai transformasi kanonik pula
seperti telah ditunjukkan pada akhir pembahasan §45).

Dengan cara analog seperti di atas dapat pula dibuktikan sifat
nvarian dari integral berikut

.[ JZ dg, dp,

-aitu integrasi ruang fase dalam dua, tiga, dan empat, dimensi.
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47. Persamaan Diferensial Hamilton-Jacobi

Pada § 43 telah dibahas pengertian aksi sebagai fungsi d:
koordinat dan waktu. Telah pula ditunjukkan bahwa turunan partial d:
S (g, 1) terhadap waktu mempunyai hubungan dengan fungsi Hamiltc
sebagai berikut:

40 1| 1)y =10
ot +-dith. poty'=

dan turunan parsialnya terhadap koordinat adalah sama dengan turuna
parsialnya terhadap momentum. Jika momentum p dari fungsi Hamilto
dinyatakan dalam turunan 95/8q, diperoleh persamaan sebagai berikt

oS a5 as :

yang harus memenuhi fungsi s (g, /). Persamaan ini adalah persamaa;
diferensial orde satu dan disebut sebagai persamaan diferensial Hamilto
Jacobi.

Selain persamaan Lagrange dan kanonik, persamaan Hamilton
Jacobi juga merupakan dasar metode umum untuk mencari integras
persamaan gerak sistem mekanis. Untuk membahas lebih lanjut metode
ini, perlu diingat kembali bahwa setiap persamaan diferensial orde satu
haruslah mempunyai solusi yang bergantung pada suatu fungsi sembarang
penyelesaian demikian disebut sebagai integral umum persamaan
Dalam penggunaan praktis untuk membahas persoalan mekanik, integral
persamaan Hamilton—Jacobi tidak mempunyai peran utama, tetapi apa
yang disebut sebagai integral sempurna. Dengan demikian, suatu
penyelesaian yang dimaksud dari persamaan diferensial dapat terselesaikan,
yang justru mengandung sejumlah konstanta dan variabel yang saling
independen.
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Pada persamaan diferensial Hamilton-Jacobi koordinat dan waktu
dianggap sebagai variabel independen. Oleh karena itu, integral sempurna
persamaan yang mengandung s variabel ini juga akan mengandung s
+ | konstanta sembarang. Pada persamaan diferensial hanya terdapat
turunan dari fungsi S, salah satu dari konstanta sembarang dapat
ditambahkan atau dengan perkataan lain integral sempurna dari persamaan
diferensial Hamilton-Jacobi mempunyai bentuk, sebagai berikut

S =14, By ove t s e mria 7 R R . &) + A (47.2)

dengan o, ...... , @, adalah melambangkan konstanta sembarang"

Selanjutnya akan dijelaskan hubungan antara integral sempurna
dari persamaan diferensial Hamilton-Jacobi dan penyelesaian persamaan
gerak yang menjadi pokok perhatianl. Untuk itu diperkenalkan transformasi
kanonik dari besaran g, dan p menjadi variabel baru; dengan menganggap
f (1, g, o) sebagai fungsi pembukti dan o, ......... , a_dipilih sebagai

1)  Walaupun integral umum dari persamaan diferensial Hamilton-Jacobi tidak diperlukan. Akan
tetapi tidak, ada salahnya untuk diketahui dan dicatat bahwa persamaan tersebut dapat
diselesaikan jika diketahui integral sempurna. Untuk itu konstanta A dapat dianggap sebagai
suatu fungsi dari konstanta-konstanta yang diketahui, yaitu

8= FUL g spenem o, By vivewn s ) AR i, a)
Jika konstanta g, digantikan dengan fungsi koordinat dan waktu, memenuhi s syarat
e
m 1

akan diperoleh integral umum yang bergantung pada fungsi konstanta bebas A (o, .......
@) sehingga untuk fungsi § yang dicari berlaku pula

9s _ (08 (n) i, o 5 )
_az e~ (;)E)l+¥ vy i iy BRYLT e

Besaran (95/dq,) /pha memenuhi persamaan diferensial Hamilton-Jacobi karena fungsi s (1.
g. @) merupakan integral sempurna ini. Olh karena itu, turunan 08/dq, juga memenuhi.
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momentum yang baru. Koordinat baru disimbolkan dengan B, B,
...... B,. Dalam hal ini karena fungsi pembukti bergantung dari koordina
lama dan momentum baru maka haruslah digunakan pers. [45.8
sehingga diperoleh

;)‘zﬂ. /3,=.r—)f“‘ H = H+
dq; da,

af
ot

Dalam hal ini fungsi f memenuhi persamaan diferensial Hamilton-
Jacobi, maka fungsi Hamilton yang identik akan lenyap
df S B

H’Zf[ — = >
+(f)r H+r’7f

Oleh karena itu, persamaan kanonik untuk variabel yang baru adalah
dalam bentuk @, = 0, B = 0 sehingga didapat pula bahwa

ai= konstan B, = konstan (47.3)

Selain itu, didapat pula kemungkinan persamaan

af

da,
untuk s koordinat g melalui 2x konstanta « dan B. Dengan cara
demikian akan diperoleh penyelesaian persamaan gerak.

Untuk menyelesaikan persoalan gerak suatu sistem mekanis berdasarkan
metode Hamilton-Jacobi dapat dilakukan melalui operasi berikut.

Dengan fungsi Hamilton persamaan diferensial Hamilton-Jacobi
dapat diperoleh dan integral sempurna pada pers. [47.2] dapat pula
ditentukan. Penurunan tersebut adalah dengan menggunakan konstanta
sembarang o, di mana variabel baru B dapat ditentukan pula; maka
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sistem dapat dinyatakan dalam s persamaan aljabar, yaitu

as | (47.4)
da, -

Penyelesaian persamaan ini akan menghasilkan koordinat g sebagai
fungsi waktu dan s konstanta sembarang. Selanjutnya dapat pula
diperoleh ketergantungan momentum terhadap waktu menurut persamaan:
g

= (‘)rh'
Jika diketahui suatu integral sempurna dari persamaan diferensial
Hamilton-Jacobi, yang hanya bergantung pada 2s variabel, dengan
hanya menggunakan persamaan tersebut, tidak akan dapat ditentukan
integral persamaan gerak secara langsung walaupun perhitungan seperti
ini lebih mudah dilakukan. Jika suatu fungsi S yang mengandung
sejumlah konstan o yang baru diketahui, diperoleh relasi

S

— = konstan.
dex-

yaitu merupakan persamaan yang mengandung hubungan antara g,
....... g, dan .

Persamaan diferensial Hamilton-Jacobi akan mempunyai bentuk
lebih sederhana jika di dalam fungsi H tidak terdapat waktu secara
ekplisit, atau dengan perkataan lain jika sistem merupakan sistem
konservatif. Ketergantungan aksi terhadap waktu menyebabkan penjumlahan
aksi berkurang sebesar —-E ¢

§=8 (9 -Et (47.5)
(lihat §44), dan pernyataan di atas disubstitusikan ke pers. [47.1] maka

2)  Pada penyelesaian selanjutnya jumlah variabel akan berkurang.
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persamaan diferensial Hamilton-Jécobi akan menghasilkan aksi tersingkat
S, (g) dalam bentuk

H(ql,w,q,, @?&) = E. (47.6)
8(]1 Oq,

48. S.eparasi Variabel

Dalam sederetan kasus penting integral sempurna dari persamaan
diferensial Hamilton-Jacobi dapat ditentukan dengan pertolongan separasi
variabel. Metode ini mengandung tata cara sebagai berikut

Diasumsikan suatu koordinat yang disimbolkan dengan ¢, dan
turunan yang berhubungan dengannya d5/9¢ , dalam persamaan diferensial
Hamilton-Jacobi hanya dalam kombinasi

ol 25
) lp(fil- ar“ *

yang tidak mengandung koordinat lain (juga waktu) dan turunan
koordinat yang bersangkutan sehingga persamaannya menjadi

85 95 [ BS\| _ .
b {q;, {, *a-a, 37 2 (t“. -a—('!—;)} = . (40.1)

dengan ¢, menyimbolkan semua koordinat yang}ada,' kecuali ¢

Selanjutnya akan dicari penyelesaian persamaan ini dalam bentuk
penambahan, sebagai berikut

S=581(, n+S, (q)

bengan mensubstitusikan pers, [48.2] ke pers. [48,]1] diperoleh
a8 oS oS ‘

¢ i by ——, — it = .

{q dg;” o’ ¥ ((“: A )} 0 (15.3)

-xérsudian penyelesaian pers. [48.2] telah diperoleh. ‘Maka pers.[48.3]
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setelah dlsubstltumkan ke pers. [48.2]; akan menjadi ldeljmtas yang
berlaku untuk semua koordinat g. Suatu perubahan’ dari variabel 1,
hanya akan berpengaruh pada fungsi ¢, karena pers. {48.3] sekarang
terpenuhi secara 1dent1k maka fungsi ¢ haruslah merupakan konstanta.
Dengan demikian, pers. (48.3] dapat dipecah menjadi dua bagian, yaitu

® (’h- ?) = q a3 . (48.4}
N A/
a5’
¢ - = 0. : 48.
(D{([a ()q‘_1 %‘S;'-O' } . J' (48.5)

dengan o, adalah konstanta sembarang. Persamaan pertama dari dua
persamaan di atas merupakan prsamaan diferensial biasa (ordiner)
sehingga dari persamaar, ini dapat ditentukan s,(g,). Persamaan kedua
adalah persamaan diferensial parsial dengan kandungan variabel berkurang
satu.

Jika s koordinat dan waktu dapat ditentukan dengan cara pemisahan
suksesif seperti ini, maka penentuan integral sempurna dari persa-
maan diferensial Hamilton-Jacobi dapat direduksi menjadi persamaan
kuadrat. Untuk kasus .sistem koservatif hal ini berhubungan denga
separasi dari s variabel (koordinat) pada pers. [47.6] dan pada separasi
sempurna integral yang dicarai menjadi

S =3 g0 0= Ela . 04t (48.6)
S 2

dengan Sthanya' bergantung pada satu variabel; energi £ hanya sebagai
fungsi konstanta sembarang aot, ..., o3 "dan dapat dicari dengan
mensubstitusikan So = > Sk pada pers. [47.6].

Kasus khusus’ dari separasi variabel adalah berhubungan dengan
adanya suatu variabel siklk g¢.. Hal ini tidak muncul secara eksplisit
di dalam fungsi Hamilton dan tentunya juga pada-persamaan diferensial
Hamilton-Jacobi. Fungsi ¢ (g, 8SIaql) dalam hal ini mengalami reduksi,

!
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lebih sederhana menjadi dS/dg,, sehingga dan pers. [48.4] menghasilkar
S, = ag, maka

§=S51(q,0n+ o9, (48.7

Konstanta o, dalam hal ini tidak lain merupakan suatu konstanta dari
momentum p, = dS/dg,, yang ditentukan oleh koordinat siklik. Patut
pula dicatat bahwa pemisahan waktu dalam suku penambahan —Er untuk
sistem konservatir merupakan separasi suatu "variable siklik" 1

Dengan cara ini semua persamaan integrasi persamaan gerak yang
telah diketahui sebelumnya, dengan menggunakan variabel siklik dari
metode separasi variable pada persamaan diferensial Hamilton-Jacobi
menjadi lebih sederhana. Untuk ini terdapat pula sejumlah kasus, di
mana separasi variable dapat dilakukan walaupun tidak mengandung
koordinat siklik. Dengan demikian , metode Hamilton-Jacobi ini dapat
dipandang sebagai instrumen terbaik untuk mencari penyelesaian umum
persaman gerak.

Pemilihan koordinat adalah penting dalam penggunaan metode
separasi variabel untuk mencari penyelesaian persamaan diferensial
Hamilton-Jacobi. Di bawah ini akan dibahas suatu contoh untuk metode
separasi variabel dalam berbagai sistem koordinat yang sering digunakan
dalam menggambarkan persoalan gerak titik massa yang terpengaruh
oleh medan gaya luar.

1. Koordinat Bola. Dalam sistem koordinat bola, posisi suatu titik
ditentukan dalam (r,©, @); maka fungsi Hamilton menjadi:

> 2
1 Po Py ) >
= — e N +U iy O. '].
kT (:-'—' ey ARRLIR

separasi variabel mungkin dilakukan jika berlaku:

i sle) iy (13.8)
(s
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Untuk kasus ini persamaan diferensial Hamilton-Jacobi dari fungsi S,

adalah
L CEAS l 95, \"
s oA o+ s [(ae) i e

: l _(asg Wb
T mr? sin’ © Oy Y

Dalam hal ini variabel ¢ adalah siklik karena penyelesaian yang dicari
dapat ditulis dalam bentuk

N2 B8N
(%) +alr)+2mbo)+ (5}")
1 (985 B

= () +et s

Integrasi persaman ini menghasilkan

g = —-Et-l-p,,tp—t—/’\,' —2mb(O) - ; ed(‘)

+f \/2m(E - alr)] - %d:-. 48.9)

il
w

Il
m

Konstanta bebas dalam hal ini adalah p, B, dan E jika turnan
terhadap konstanta ini dihitung, akan diperoleh konstanta baru sehingga
akan diperoleh penyelesaian persaman gerak.

2. Koordinat Parabola. Perubahan dari koordinat selindr (yang dalam
pembahasan ini disimbolkan dengan variabel ¢, ¢, dan z) menjadi
koordinat parabola €, n, dan @ dapat dilakuan dengan menggunakan
persamaan
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Koordinat € dan m mempunyai harga dari 0 hingga <; permukaan {
= konstan dan n = konstan menggambarkan dua permukaan dari rotas

paraboloida (sumbu z sebagai sumbu simetri). Relasi pada pers. [48.10'
dapat pula ditulis dalam bentuk berbeda jika dinyatakan dalam jarak

| SL
r=zt4+p9 = §(§+ ), (43.11

Maka didapat hubungan

{=r+z n=r-2 (48.12)

Selanjutnya persamaan Lagrange suatu titik massa yang dinyatakan
dalam koordinat {, n, dan ¢ dapat dicari dengan menurunkan pers.
[48.10] terhadap waktu dan substitusikan dalam

mn

L=—%9*9¢+11—M9w’)

(fungsi Lagrange dalam koordinat selinder) dan diperoleh

S 1 m b
L (C-’rr;) ({ +?§mp‘-U(§. n-w).  (48.13)
Momentum dalam sistem koordinat parabola menjadi:
m ; ;
= §(€+rn§ P9:,1—,,‘§+")'?' Py = m.50¢.
sehingga fungsi Hamilton menjadi:

2 §pg +np?
g e R L
m §+9 +2m§rta S ). (48:14)
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Hal yang menarik dalam separasi variabel untuk koordinat ini
adalah jika energi potensial berbentuk

38 a(é) + b(n) 7 mr-+z1+btz—rl. (15.05)
= et 7
Maka berlaku
2 (as, ; (m )-‘ ; (US,)"
r=tou o 1 + 1 T :
m{s + 1) s dy 2mén \ dy
a(s) +bing) i
€+

Koordinat siklik ¢ dapat dipisahkan dalam bentuk p,9. Kemudian
multiplikasi persamaan di atas dengan (£ + 1), kelompokan semua
suku yang sama dan diperoleh

v

2{( ;) +ma|fl—m.E§+-§§ = f

‘a8, \"
2 2 (n) — it iy
'?(.aq)—kmbnm mEr).zq = -8
integrasikan persamaan ini sehingga diperoleh
mE ﬁ ma(€) P
S = =Pty ZOE8
PV‘P‘*‘/ J 2¢ 461 ¢
" [mE B  mblg) P .
+ — o — o — — _i. i
/ / 2 2 2 4q‘-dq g, 161

dengan konstanta sembarang p 8 , dan E.

3. Koordinat Elips. Koordinat & 1, dan ¢ dapat diubah dalam
koordinat elips dari persamaan transformasi, sebagai berikut
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coe= VESNO -l 2= o (13.17)

Konstanta ¢ adalah parameter tansformasi. Koordinat £ berharga dari
0 hingga o, 1| dan -1 hingga + 1. Secara geometris dapat lebih jelas
. terlihat jika jarak r, dan r, dibuat dari titik A dan: A, pada sumbu z
dengan koordinat z = + o dan -z = —g*.

Dengan mensubstitusikan pers. [48.17] ke r, = (:=0) 4 =

v’f-zm-i- 7 )? + p* 'didapat
ry-= o’tf“qL r1=0'[§+l?}

T2+ Ty (13.13)

Melalui transformasi dari fungsi Lagrange untuk koordinat selinder
menjadi elips diperoleh

Ha s 3 5 L
L = —2_(5 _'f)(gg_l-‘-]_‘;’,'l)

2@ -0 -t - UG w) @RIS)

dan fungsi Hamilton menjadi
| 3__1] 3_‘__(1_’]2]P2+ / ] +
[T (& Pr - a - i

2ma(€* — 0t | : .
T n,) p’;,] +UE nopl 48.20)

3) Gans Eengan E = konstanta akan membentuk permukaan elipsoida
Zz 91 )
Tea T 2 =
o261 7 oI )
dengan fokus pada A, dan A; garis dengan h = konstan merupakan permukaan hiperboloida
2 92

z
.S S
-52'72'1 o] - g%

dengan titik fokus yang sama .
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Secara fisis hal yang menarik perhatian dalam separasi variabel
jika potensial berbentuk

U:alil-%-b('?l 3 a(r:+r. +b(rz r|) (48.21)
E? s ,72 ryra 20 2¢

dengan a (§) dan b(n) sebagai fungsi sembarang. Hasil perhitungan

separasi variabel persamaan dif.erensial Hamilton-Jacobi adalah

f / B --2ma?a(€) p;',
§ = —Lf-}-pw&p-wi—l/ v?mc‘E-+ A _(f:_lJ:
d‘H/ V?ma day Lyl TSR A

Contoh 91: Tentukan integral sempurna dari persamaan diferensial
Hamilton-Jacobi untuk gerak sebuah partikel di dalam medan-medan
potensial sebagai berikut

(tumpang tindih medan Coulumb dan medan homogen)

Penyelesaian: Medan potensial yang diberikan adalah sesuai dengan
pers. [48.15], sehingga berlaku

F P
a({):a-—aﬁz. blg) = avZ70-

Integral sempurna dari persaman diferensial Hamilton-Jacobi dapat

dihitung dari pers. [48.16] dengan menggunakan a(§) dan b(n).

Untuk menjelaskan arti dari koordinat f, tulislah persamaan
berikut
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3 2
2§P2+mat§kaE§-i-'—;§ = B

2
208 +mbinj—mEns tt - _
Kurangkan kedua persamaan di atas satu sama lain dan gantikan
momentum p& = dS/BE dan p, = dSn dengan pe = 0S/d@dan

Gambar 35:

p, = 95/0z dalam koordinat selinder sehingga diperoleh

oz ) M, = g
B = —in —---|-{_-2(zp£,—gp_.)+ Pwﬁz _Fio-'
r n mp- 2

Rumusan di dalam tanda kurung segi empat menggambarkan integral
persamaan gerak spesifik karena medan Coulomb (komponen z vektor
pada pers. [15.17].

Contoh 92: Pertanyaan yang sama dengan contoh-91 untuk medan

potensial:
o a2

g5ty

™ r

(medan Coulumb berpusat ganda yang dipisahkan oleh jarak 20).

Penyelesaian: Medan potensial yang diberikan sesuai dengan pers.
[48.21] sehingga berlaku
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a + o o —on

a(f) = & blg) = 0.
Aksi s(£, n, @, dan t ) diperoleh dengan mensubstitusikan persamaan
li atas ke pers. [48.22]. Arti dari konstanta 8 adalah analog dengan
ontoh 91. Konstanta ini berhubungan dengan besaran kekekalan
integral gerak)
i ; [J2

o= (pf, + ;&_}) -~ M?+2mo(a, cos O, + a cos O,),

lengan
.l"2 )')

M* = [rp = po s’ + 00"+ —5 — 22000

Sudut ©, dan ©, dijelaskan oleh gbr. [55].

19. Invarian Adiabatis

Pandang suatu sistem mekanis yang mengalami gerak satu
limensi dan terbatas (finite); sistem dikarakteristikkan oleh parameter
\ yang menentukan sifat sistem sendiri atau pengaruh medan gaya
uar yang terdapat di dalam sistem *.

Diasumsikan bahwa parameter ini karena pengaruh sesuatu
»enyebab dari luar, berubah terhadap waktu secara perlahan-lahan
‘fenomena seperti ini disebut sebagai adiabatis), "perlahan" atau lamban
falam hal ini mempunyai artia, bahwa selama sistem bergerak dalam
seriode T, z hanya mengalami sedikit perubahan, berarti.

di

Ta«* 49.1)

Seandainya harga A konstan, sistem merupakan sistem tertutup
ian gerak mempunyai periode tetap, energi sistem tetap E dan terdapat

1)  Parameter ini digunakan untuk memudahkan pembahasan persoalan. Hasil perhitungan
nantinya akan tetap berlaku walaupun terdapat sejumlah parameter.
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harga T (E) tertentu. Sebaliknya jika A berubah sistem bukan lag
sistem tertutup dan energinya menjadi tidak konstan. Perubahan
sangat lambat maka perubahan energi terhadap waktu (E) haruslah kecil
Selanjutnya dilakukan perata-rataan perubahan energi dalam waktu |
periode T sehingga deviasi perubahan deviassi perubahan E dalam satu
periode ditulis sebagai E dan disebut sebagai kecepatan perubahan
energi sistem. Perubahan energi terhadap waktu ini akan sebanding
dengan perubahan parameter A terhadap waktu A. Dengan perkataan
lain berarti bahwa perubahan E untuk sistem yang dipandang ini
mempunyai kelakukan sama dengan perubahan parameter A.
Ketergantungan E terhadap A ini dapat dinyatakan dalam kombinasi
pernyataan tertentu yang konstan dari E dan A. Besaran konstan
demikian, yang pada perubahan yang lambat dari gerak suatu sistem
disebut sebagai invarian adiabatik.

Misalkan H (q, p; x) adalah fungsi Hamilton yang bergantung
pada dari parameter A dari suatu sistem. Dari pers. [40.5] turunan total
energi terhadap waktu adalah

df aH b OM dA

S Ll e i el %
dt at o) i i

Pernyataan pada ruas kanan persamaan di atas tidak hanya bergantung
pada perubahan yang lambat dari parameter A, tetapi juga bergantung
pada perubahan cepat variabel ¢ dan p. Oleh karena itu, yang menjadi
perhatian hanya perubahan sistematik dari energi, maka dialakukan
perata-rataan pers. [49,2} untuk satu periode. Perubahan A yang lambat
(tentunya juga X) maka tanda perata-rataan dari A dapat dihilangkan
sehingga persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi
dE AN TH

dt  dt 9N
Pada fungsi yang dirata-ratakan 0H/dA hanya dipandang variabel g
dan p saja, bukan parametel A, berarti bahwa perata-rataan dilakukan
sedemikian rupa, seolah gerak sitem berlangsung dengan bariabel A
konstan.

(19.3)
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Perata-rataan secara ekplisit dinyatakan

1 maH
df:; -a—xdf.

o
Berdasarkan pesamaan Hamilton diketahui bahwa :.; = dH/dp, sehingga
didapat
dq
dH/op

dt =

Dengan pertolongan persamaan ini integrasi terhadap waktu dapat
digantikan dengan integrasi terhadap konstanta, yaitu dengan menggantikan
periode T dari persamaan

7 e
q ]
7 = /dt: / s {(19.1)
J J aH/ap
0]
tanda @ mempunyai arti integrasi terhadap perubahan sempurna dari
koordinat ("bolak-balik") selama satu periode”. Dengan demikian,

diperoleh:
.'F aH [ clq
dA

af AH /ap

de— dt ¢ af(fl/!a,d‘l‘

(19.3)

O oM 9p

a\ dp I\ -
atau

QH/ON _ op
OH/dp ~— AN

5)  Jika gerak suatu sistem menggambarkan suatu rotasi dan koordinat q tidak lain sama dengan
sudut rotasi @, integrasi dari ¢ haruslah dilakukan iuntuk satu “putaran penuh”, yaitu dari
0 hingga 2x.
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Jika pernyataan di atas disubstitusikan ke pers. [49.5] dan integran
ditulis dengan dp JE, didapat

= d
dE i dx 7 @ q
= o
ot dl 56 Eﬁd?

atau
/ dp dE Qp <|.\) :
{ _—— ] =
_ AL + 9x dt
Persamaan ini kemudian dapat ditulis dalam bentuk sebagai, berikut
Al
Lt (49.6)
ot

dengan integral / didefinsikan

1 e
s i’ U d thi)
g 2w / e

yang berarti sebagai lintasan yang dibentuk oleh gerak untuk harga E
dan A tertentu. Hasil ini menyatakan bahwa besaran / untuk pendekatan
yang dipandang adalah tetap konstan, atau menggambarkan invarian
adiabatik.

Besaran / bergantung pada energi sistem (dan parameter A).
Turunan parsialnya terhadap energi menentukan besarnya periode gerak
sistem. Dengan memperhatikan kembali pers. [49.4] dapat pula diketahui
bahwa

al dp :
27 — = —dg =T (19.3)
" OE f oE 1
atau berarti pula bahwa
E
f__ = W, (49.9)
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dengan w = 2m/T sebagai frekuensi getaran sistem.

Integral pada pers. [49.7] dapat dipandang secara geometris jika
digunakan pengertian fase lintasan dari sistem. Dalam kasus yang
dipandang ini (satu dimensi) ruang fase direduksi menjadi ruang dua
dimensi g dan p dan lintasan fase untuk gerak periodik suatu sistem
tertutup akan membentuk kurva tertutup pada bidang ini (bidang g, p).
Integral pada pers. [49.7] sepanjang kurva tersebut adalah sama dengan
luas permukaan tertutup.

Persamaan ini dapat pula dinyatakan dalam integral ganda
fe: / dqd 44.10

= . a p. 14,101

& 4l d

Untuk contoh penggunaan invarian adiabatik misalnya sistem adalah
osilator harmonik satu dimensi dengan Hamilton diberikan, sebagai
berikut

» )y
P mw= -

‘ (49.11)
2m 2

dengan ® adalah frekuensi eigen osilator. Persamaan lintasan fase dapat
diberikan dari hukum kekekalan energi H (g, p) = E. Lintasan ini
berbentuk elips dengan masing-masing sumbu \/ 2m E dan \/2 E/ma?
dan luas (dibagi 2m) dapat dinyatakan menjadi

E

[ =, (49.12)
w

Invarian adiabatik besaran ini mempunyai arti bahwa energi pada
perubahan lambar dari parameter osilator (m atua k pada pers. [21.3])
sebanding dengan perubahan frekuensi.

50. Variabel Kanonik

Dalam pembahasan berikut akan dimisalkan parameter A konstan,
berarti bahwa sistem dipandang sebagai sistem tertutup.
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Selanjutnya pandang suatu transformasi kanonik dari variabel p
dan q, dengan besaran / dipandang sebagai besaran momentum yang
baru. Peran fungsi aksi tersingkat S yang timbul dalam hal ini haruslah
sebagai fungsi ¢ dan /. § dihitung dari

Sitp B D= / Blp. B A de. (30.1)

dengan harga untuk E (dan parameter A) diketahui. Untuk sistem
tertutup / hanya bergantung pada energi sehingga S dapat dinyatakan
dalam bentuk S (g I;A) dan turunan parisial (dS/dg), pada harga I
konstan adalah identik. Dengan demikian, berlaku

ablo( ‘}'- 1:_:\1

~ (50.2)
dq

p =
adalah sesuai dengan rumus pertama untuk transformasi kanonik pada
pers [45.8]. Rumus kedua mendefinisikan "koordinat" baru yang
disimbolkan dengan ®

- g-gu[q I\A) .
s i (50.3)

Variabel baru / dan o disebut sebagai koordinat kanonik ; 1 dalam
hubungan ini adalah sebagai variabel aksi dan  sebagai variabel sudut

Fungsi yang timbul s (g; I;A) ¢ dalam transformasi ini tidak
bergantung pada waktu secara eksplisit, sehingga fungsi Hamilton yang
baru H', dinyatakan dalam variabel yang baru, sesuai dengan fungsi
Hamilton lama H. Dengan perkataan lain H' energi adalah sebagai
variabel aksi, atau H' = E (I). Sehubungan persamaan Hamilton untuk
variabel kanonik dinyatakan

dE(T)

i = 0. b ek 5
w T (504)
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Dari persamaan pertama diperoleh, seperti / = konstan; bersama-sama
dengan energi E, / dalam hal ini juga sebagai konstanta. Persamaan
kedua menyatakan bahwa variabel sudut adalah sebagai fungsi linier
dari waktu, berarti

dE(T)

w = 17 t + konstanta = w(/) + konstanta. (50.5)

Dengan demikian, variabel w menyatakan fase getaran

Aksi S (g, I) A) tidak secara jelas sebagai fungsi koordinat.
Setelah habis satu periode gerak fungsi ini tidak akan kembali ke
harganya semula, tetapi mengalami penurunan

AS = 2r; I. (50.6)
Rumusan ini dapat pula diperoleh dari pers. [50.1] dan [49.7]. Secara
bersamaan variabel sudut akan bertambah sesuai denga persamaan

a5S. a .=
e __v — —— = s 5“!

Jika sebalinya g dan p (atau fngsi sembarang F (g, p) dinyatakan dalam
variabel kanonik, pada perubahan ® sebesar 21 (dengan / diketahui)
fungsi ini akan mempunyai harga yang tetap. Dengan perkataan lain,
setiap fungsi F (g, p) sebagai fungsi variabel kanonik secara eksplisit
akan menggambarkan suatu fungsi periodik dari w dengan periode 2.

Untuk sistem terbuka di mana parameter A bergantung pada waktu,
persamaan gerak juga dapat dinyatakan Jalam variabel kanonik pula.
Transformasi untuk sistem ini dilakukan dengan menggunakan pers.
[50.2] dan [50.3], dan menghitung S dari dari pers. [50.1]. Dalam hal
ini fungsi §, yang timbul dinyatakan dalam variabel / dan menggunakan
integrasi pada pers. [49.7]. Dalam menghitung integral tidak tentu pers.
[50.1] dan integral tertentu pada pers. [49.7] parameter A (f) harus
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diasumsikan mempunyai harga tertentu Dengan perkataan S (q. [; A (1))
sesuai dengan fungsi sebelumnya untuk parameter ¥ konstan. Parameter
A dalam hal ini digantikan dengan A (1)®.

Fungsi yang muncul (bersama-sama dengan parameter z) secara
eksplisit bergantung waktu, sehingga fungsi Hamilton H' tidak lagi
identik dengan fungsi yang lama, atau E (/). Menurut persamaan umum
untuk transformasi kanonik pers. [45.8] didapat hubungan

7 A0 : _

d
engan s 3_5_) »
= (a‘\ : (2.4

Laqid

Besaran A dalam hal ini (setelah mencari turunan A) haruslah dinyatakan
dalam / dan ® dengan pertolongan pers. [50.3].

Maka persamaan Hamilton menjadi

i L BHT - rak ’
= o, _ (aw)’A (20,10
, AOH' IA E
w = 3[— -.wtl.)«]~—(—a—/ )..,_-a s P

dengan @ = (dE/I), sebagai frekuensi getaran (yang dihitung pada A
tetap).

6)  Patutu di ketahui bahwa fungsi S, yang ditentukan tidak identik dengan fungsi aksi tersingkat
yang dibicarakan terdahulu karena fungsi Hamilton bergantung pada waktu.
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Contoh 93: Cari persamaan gerak osilator harmonik dalam variabel
kanonik (dengan menggunakan fungsi Hamilton dari pers [49.11])
dengan frekuensi getaran bergantung pada waktu !

Penyelesaian: Pers. [50.1] hingga [50.3] dihitung untuk harga A yang
tetap (dalam hal ini harga ® menurun terhadap waktu) maka terdapat
hubungan g dan p terhadap ® yang sama seperti kasus frekuensi tetap
(jika ® = @)

ngsinw—\f%sinw p=V2Ilwmcos w.

4= oma

Dari persamaan di atas kemudian diperoleh

. 9q i .
Si= /pdq = /p(%),wdw_ 21 ./‘cos wdw

Dengan demikian
55 a-Sn aw | .
— 2 — — — 2 w.

Untuk persamaan gerak pada pers. [50.10] dan [50.11] didapat

f:w!-ui'c052w. w:u+—‘£—5&n2w,
w 2w

51. Ketelitian Kekekalan Invarian Adiabatik

Variabel aksi dari invarian adiabatik dapat ditunjukkan dengan
pertolongan pers. [50.10].

Fungsi S (g,/;A) bukan merupakan fungsi yang jelas dari g; jika
koordinat kembali mencapai harga semula, harga S, akan semakin
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besar, yaitu sebesar kelipatan dari 2n /. Turunan dari pers. [50.9]
sebaliknya merupakan fungsi yang jelas dari koordinat karena diturunkan
pada harga I konstan sehingga suku tambahan yang disebutkan di atas
dapat dihilangkan. Seperti halnya fungsi yang jelas dari koordinat,
demikian pula A yang dinyatakan dalam variabel sudut w merupakan
fungsi periodik dari variabel ini. Maka harga rata-rata dari turunan
9A/0w sama dengan nol. Buat perata-rataan pers. [50.10] dan keluarkan
X dari tanda rata-rata (untuk kasus perubahan A sangat lambat), maka

didapat
: AN .
[::(_—) x'=9. (al.1)
[

persis seperti yang diharapkan.

Dari pers. [50.10] dan [50.11] akan diturunkan derajat ketelitian di mana
invarian adiabatik tetap konstan. Untuk itu dilakukan urutan perhitungan
sebagai berikut. Parameter A (1) akan menurun untuk ¢ = -<= dan ¢
= + o masing-masing menjadi A- dan A + Kemudian harga awal
invarian untuk ¢t = —o adalah I-; akan dicari perbedaan invarian
adiabatik dari harga awal di atas menuju ke r = + o=, yaitu A/ =
I

Dari pers. [50.10] didapat relasi

o P Qﬁ;\dz. (51.2)
dw

Seperti telah disebutkan di atas, besaran A adalah fungsi periodik dari
variabel ®, dengan periode 27. Selanjutnya deretkan A dalam fungsi
Fourier, sebagai berikut

+oo

A=) “a (51.3)

I=-e
(harga A dalam hal ini adalah real untuk koefisien deret berlaku
A, = A). Untuk turunan dA/ow diperoleh
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: +co +eo
:;_A' = ; illl'e“whi = 2“:.‘.; ilwe'™ AL (51.4)
o A= A

=-00 =1

Untuk X yang cukup kecil turunan @ adalah positif (tandanya sesuai
dengan ® pada pers. [50.11], berarti bahwa ® adalah fungsi monoton
terhadap waktu t. Oleh karena itu, batas integrasi tetap dari integrasi
terhadap + pada pers. [51.2] menjadi integrasi terhadap @, tidak
mengalami perubahan

e+ — — — — | il -i-
AN ' awataw]w (H1.3)

-

Kemudian deret pada pers. [51.4] disubstitusikan pada integral
dan dalam merumuskan kembali harus diperhatikan bahwa @ secara

| @

Gambar 36:

Wo

sebagai variabel kompleks. Dengan mengandaikan bahwa integran tidak
mengandung singularitas untuk bilangan .eal ® maka jalannya integrasi
dapat digeser dari sumbu real w ke separuh bidang datar bagian atas
variabel tersebut. Dalam hal ini kontur pada daerah singularitas dari
integran akan tetap seperti adanya dan selanjutnya berpindah seperti
diilustrasikan pada gbr. [56]. Misalnya, @  adalah sumbu real yang
terletak di sebelah titik singularitas, yaitu titik dengan bagian imajiner
terkecil (positif). Harga integral yang diberikan pada pers. [51.5]
dihasilkan dari singularitas, dengan setiap suku deret pers. [51.4]
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mempunyai harga dalam faktor exp (-/ Im ® ). Kemudian pandang
hanya suku yang hanya mengandung harga eksponensial negatif terkecil
(yaitu suku yang mengandung / = 1)”, maka didapat

Al ~ —exp(-Im® ). (51.6)

Titik singular ® mempunyai huibungan dengan waktu , (bilangan
kompleks) menurut persamaan ® () = ® . Besarnya It | umumnya sesuai
dengan waktu karakteristik yang diperlukan untuk perubahan parameter
sistem. Waktu ini disimbolkan dengan r* Besar eksponen pada pers.
[51.6] dapat ditulis dalam persamaan.

Imw~ wt ~ __ : (51.7)

Dengan menganggap T >>7, maka eksponensial akan menjadi besar.
Oleh karena itu, perbedaan / —/- dalam ekponsial berharga kecil dengan
mengecilnya parameter sistem”.

Untuk menghitung ®  dalam pendekatan pertama sebagai #t
(yaitu hanya memandang suku yang mengandung ~ (#/7)"') pada
eksponen) maka harga terkecil pada pers.[50.11] yang mengandung A
dapat diabaikan dan ditulis kembali menjadi

dewe T
= = w(T. At)). (31.3]

7)  Dalam kasus khusus dapat terjadi bahwa deret pada pers. [S51.4] tidak mengandung / =
| (lihat contoh pada bab ini). dalam setiap kasus harus diperhatikan suku deret dengan
harga terkecil [

8)  Jika perubahan yang lambat dari parameter A hanya bergantung pada persamaan & = ¢/
¢ dengan besaran t hanya bergantung pada  waktu maka berlaku ¢ = & dengan { adalah
titik sinularitas yang tidak bergantung pada t dari fungsi A(C).

9)  Jika harga awal dan akhir dariA(s) adalah sama A, A- maka tidak hanya perbedaan harga
DI menjadi kecil secara eksponensial,. Akan tetapi, perbedaan harga energi awal dan akhir
AE = E_-E-:: menurut pers. [49.9] terdapat hubungan A E =wA

Stu>
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Dengan argumen / pada fungsi w (T, A (1)) adalah sebagai konstanta,
sama dengan /-. Maka didapat
to

wo = fw('l'. Ay di (51.9)

(sebagai batas bawah dapat diambil harga real sembarang untuk f;
bagian imajiner tidak bergantung pada harga ini).

Integral pada pers [51.5] dan [51.8] (dan suku pertama deret pers.
[51.4] untuk OL/Ow selanjutnya mempunyai bentuk

£
A[fvlh-:/ie“" o

w(l, \)

Dari persamaan di atas terlihat bahwa khususnya untuk sumbu real pada
titik singularitas selanjutnya (titi pengutuban, titik pencabangan) akan
bermula dari fungsi X' (7). Dalam hubungan ini patut pula diingat
kembali bahwa kunci harga eksponensial yang kecil dari Al dalam
pengandaian ini bahwa fungsi yang bersangkutan tidak mengandung
singularitas pada sumbu realnya.

Contoh 94: Ramalkan A/ untuk osilator harmonik yang mempunyai
frekuensi, sebagai berikut

s 13 1 a'e™

W = W) |-|—e‘"

dan perlahan-lahan berubah dari @— = @, pada t = —° menjadi

= = < 0, o << ®)"
o, = \o, padat =+ )

Penyelesaian: Gunakan w sebagai parameter A sendiri. maka

10 Karakter hamonis dari osilator adalah berbeda dengan ketidakbergantungan frekuensi dan
energi.
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\ v a 1 )
o 2 \e=atd g emotL]”

Fungsi ini mempunyai kutub pada e™ = -1 dan e™ = —a. Perhitungan
integrasi }mdt menunjukkan bahwa harga terkecil eksponensial untuk
suku imajiner Im®, dihasilkan dari salah satu kutub

we mfa untuk a > 1
lmw, =

we m/a/a untuk « < L.

Untuk osilator harmonik berlaku A ~ sin 2 (lihat contoh pada §50),
berarti pula bahwa deret pada pers. [51.3] dibatasi oleh dua suku
(masing-masing dengan [ = +2). Oleh karena itu, perbedaan yang dicari
didapat sebagai berikut

Al ~ exp (-2 Imw)

52. Gerak Periodik Bersyarat

Pandang suatu sistem mengandung beberapa derajat kebebasan
yang mengalami gerak terbatas (finite) dalam sistem semua koordinat.
Anggap bahwa besaran-besaran dalam persoalan dapat diseparasi menurut
metode Hamilton-Jacobi. Hal ini berarti bahwa pada pemilihan koordinat
sembarang fungsi Kkarakteristik mengandung penjumlahan sejumlah
fungsi

S, = X S(qi) (52.1)

dan masing-masing fungsi tersebut hanya bergantung pada koordinat.

Momentum diperumum dalam kasus ini didefinisikan menurut
persamaan

JS, - DS;
) =

i)(],‘ T ?)([_‘
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1

| i
maka setiap fungsi S, dapat dinyatakan dalam bentuk

S=1[p dg.- (52.2)

Fungsi-fungsi ini tidak jelas. Oleh karena itu gerak, terbatas
maka setiap koordinat hanya dapat mempunyai harga dalam suatu
interval terténtu. Jika g, dalam inteval tersebut membesar kemudian
kembali mengecil (harga ¢, berjalan maju dan mundur kembali),
terdapat pertambahan aksi sebesar

ASo = AS = 2n I, . (52.3)

dengan /, -sebagai integral
= 55 p.da; (321

berarti bahwa setiap perubahan dari g, menyebabkan pertambahan '

Selanjutnya pandang transformasi kanonik, analog seperti' telah
dibahas pada §50 untuk satu derajat kebebasan. Variabel baru adalah
I dan koordinat sudut

- BSa. 1 Sulqr. | '
= gl oy Sk 1) 5
al, T3l .
dengan fungsi yang timbul merupakan aksi yang dinyatakan dalam
koordinat baru dan besaran [ persamaan gerak dalam variabel ini dapat

ditulis menjadi

ol
I

g

—

11} Patut diketahui bahwa hal ini berhubungan dengan perubahan koordinat g, secara formal,
dalam daerah interval yang diperbolehkan dan tidak berhubungan dengan perubahan selama
bergerak dalam satu periode (seperti telah dibahas dalam gerak satu dimensi sebelumnya).
Gerak terbatas sebenarnya suatu sistem yang mempunyai beberapa derajal kebebasan untuk
kasus umumnya tidak hanya seluruhnya, tetapi untuk seuap koordinat tidak periadik (lihat
penjelasan selanjutnya).
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dE(!)
[ = D. w, = ag‘
dan diperoleh
“ = kunstan.
Ell
W = ?—5“—} t — konstanta. (526)

Selanjutnya diperoleh pula, analog seperti pada pers [50.7],
bahwa suatu perubahan total dari variabel g, (membesar dan mengecil
kembali) akan menyebabkan pertambahan w _ sebesar 27 sesuai dengan

Aw, = 2n ' (52.7)

Dengan perkataan lain fungsi ®, (g. /) merupakan fungsi koordinat yang
lebih jelas dan dapat mengalami perubahan kelipatan dari 2w, dalam
berlangsungnya gerak koordinat kembali ke harga semula. kenyataan
ini merupakan sifat dari fungsi ® (p, q) (dinyatakan dalam koordinat
dan momentum) yang diformulasikan dalam ruang fase dari sistem.
Oleh karena itu, fungsi / merupakan fungsi yang nyata dari p dan g,
maka dengan mensubstitusikan /, (p, ¢) akan diperoleh fungsi /(p, q)
yang berlangsungnya gerak dapat mengalami perubahan kelipatan dari
2n (atau nol) di dalam ruang fase.

Dari kenyataan ini bahwa setiap fungsi F (p, ¢) dari keadaan-keadaan
sistem'”, dinyatakan melalui variabel kanonik yang menggambarkan

12)  "Koordinat rotasi”, sudut ¢ (lihat catatan kaki pada §49) adalah tidak nyata berhubungan
dengan keadaan sistem; dalam hal ini @ yang saling berbeda 2r satu sama lain menyatakan
posisi sistem yang sama. Jika selain koordinat ¢ terdapat pula koordinat sudut. fungsi
F (p.q) koordinat sudut hanya dapat dinyatakan dalam cos ¢ atau sin ¢, agar diperoleh
hubungan nyata dengan keadaan sistem.
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suatu fungsi terhadap sudut, dengan periode setiap variabel adalah sama
dengan 2n. Fungsi ini dapat dinyatakan dalam deret Fourier. seperti

= ke oy 45 05
{ we edlg e
= Z Z Al et € :
l{==~co l=-o0

thalasieg , I_adalah bilangan bulat). Dengan mensubstitusikan ke pers
[52.6] diperoleh ketergantungan fungsi o terhadap waktu sebagai
berikut

A . (, 3E , OF
£ Z . Z A’i‘l L’GXp{tt ("a_jlt’a_[:)}

LL=-a L=-
(52.8)

Setiap suku dalam penjumlahan di atas merupakan fungsi periodik
terhadap waktu dengan frekuensi

Iw + le, + ...... +lw. (52.9)

yang mengambarkan penjumlahan dari kelipatan frekuensi dasar

L (52.10)
al

Apabila penjumlahan frekuensi pada pers. [52.9] merupakan kelipatan

dari bilangna bulat (melainkan bilangan rasional) dari frekuensi,

penjumlahan seluruhnya bukan fungsi periodik. Hal ini juga berlaku
untuk koordinat ¢ dan p dari sistem.

W,

Untuk terakhir (penjumlahan frekuensi dengan kelipatan bilangan
rasional) gerak umumnya bukan gerak periodik, baik secara keseluruhan,
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maupun untuk setiap koordinat. Sistem demikian, setelah melewati
beberapa keadaan untuk beberapa waktu kemudian, tidak akan mencapai
keadaan yang sama dua kali. Akan tetapi, dapat pula diharapkan bahwa
untuk waktu yang amat panjang sistem akan dapat mencapai suatu
keadaan sembarang yang berdekatan dengan keadaan awal. Gerak
seperti ini akan dapat diamati jika gerak tersebut dinamakan sebagai
gerak periodik bersyarat.

Untuk kasus khusus berbeda dua frekuensi dasar ®, = dE/d/, mempunyai
harga yang sama (untuk harga / berbeda). Kasus demikian berhubungan
den'gan apa yang disebut sebagai degenerasi. Jika terdapat s frekuensi
dasar mempunyai harga yang sama, gerak sistem dikatakan mengalami
degenerasi sempurna. Untuk kasus terakhir gerak adalah periodik dan
lintasan seluruh partikel adalah tertutup.

Degenerasi menyebabkan mengecilnya jumlah variabel independen
/, di mana energi sistem tergantung padanya. Dianggap bahwa frekuensi
®, dan ®, saling berhubungan menurut persamaan

E OE 5211
Rp=— = Ra=—-. Ja.

Sar, = ", .
dengan n, dan n, adalah bilangan bulat. Maka diperoleh kesimpulan
bahwa energi sistem demikian hanya bergantung pada n,[ + n /[,

Suatu hal penting dari gerak terdegenerasi adalah bertambahnya
jumlah integral gerak yang nyata dibandingkan dengan kasus umum
lainnya untuk sistem yang tidak mengalami degenerasi (dengan derajat
kebebasan yang sama). Tanpa degenerasi 2s — |1 integral gerak
seluruhnya hanya akan membentuk fungsi keadaan sistem yang jelas
sebanyak s; secara keseluruhan misalnya terdapat besaran / sebanyak
s. s—1 Integral gerak lainnya dapat ditulis sebagai perbedaan

aE 2E =5 153
i I e ey (D)
wl a!t w\ a["
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Konstanta besaran il:"li dapat dinyatakan oleh pers. [52.6]; karena adanya
variabel sudut. yang bertambah jelas menyebabkan fungsi bukan lagi
merupakan fungs y:ang jelas dari keadaan sistem.

Degenerasi m'enyebabkan pula bertambahnya posisi. Oléh karena -
itu, relasi pada pers. {52.11] akan terdapat hubungan yang lebih jelas
dari integral -

wn, — @n, (52.13)
untuk kemungkinan penambahan suatu perkalian bilangan bulat dengan
2m sehingga untuk memperoleh persamaan integral yang baru, cukuplah
digunakan relasi trigonometri dari besaran-besaran ini.

Gerak di dalam medan sentral U = -o/r. misalnya mengalami
degenerasi (lihat contoh 95 pada bab ini). Keadaan demikian akan
menyebabkan munculnya integral gerak pers. [15.17] yang baru selain
dua integral gerak yang nyata lainnya (misalnya, jika gerak terjadi pada
bidang datar, seperti dipandang dalam pembahasan ini), yang terjadi
untuk gerak di dalam medan gaya sentral, yaitu momentum angular
M dan energi-E. ’

Selanjutnya dapat pula dicatat bahwa adanya .integral gerak
tambahan yang nyata menyebabkan pula adanya sifat degenerasi gerak
sebagai berikut.

Andaikan integral gerak tersebut memenuhi metode separasi variabel
untuk berbagai sistem koordinat, tidak hanya satu sistem koordinat
tertentu'®. Oleh karena itu, besaran /, menyatakan koordinat demikian, -
di mana memungkinkan separasi variabel dapat dilakukan untuk
memperoleh integral gerak yang nyata. Untuk kasus degenerasi jurnlah
integral gerak lebih besar dari s maka pemilihan dari masing-masing
integral tersebut, yang disimbolkan dengan variabel /, tldak lagl menjadi
jelas.

13) Belum dibahas kasus tentang transformasi keordinat trivial, seperti ¢',= ¢'(q,), ¢°, =4,

(g )
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Sebagai contoh perhatikan kembali gerak Kepler, y;emg dapat memenuhi
separasi variabel baik -dalam sistem koordinat bola maupun parabola.

Dalam paragraf slcbelu'mnya telah pula ditunjukkan bahwa pada
. gerak terbatas untuk suatu dlmen31 vartabel aksi mempakan suatu
invarian adiabatik. Pernyataan ini juga berlaku untuk sistem mengandung
beberapa derajat kebebasan. Pembuktian secara langsung tentang ini
dapat dilakukan dengan merumuskan kembali menurut prosedur yang
sama seperti telah dijelaskaa pada permulaan pembahasan §51.

Untuk sistem satu dimensi dengan parameter dapat berubah A (¢) akan
menghasilkan persamaan gefak kanonik untuk ‘rumusan- variabl aksi
yang mengalami perubahan terhadap waktu /, analog seperti pada
pers. [50.10]

. DA '
— 3214
{i = e, A, | (32.14)

seperti telah diketahui sebelumnya bahwa A = (d5/0y). Perataan
besaran ini untuk suatu interval waktu tertentu adalah lebih besar
dibanding dengan periode dasar dari sistem,. Akan tetapi, kecil
dibandingkan dengan waktu, semeritara parameter 7 sendiri mengalami
perubahan cukup nyata. Oleh karena itu, tanda rata-rata pada X tidak
lagi digunakan dan pada perata-rataan turunan 8Afacdj, diandaikan
bahwa gerak berlangsung dengan A konstan sehingga gerak sendiri
dipandang sebagai gerak periodik bersyarat. Dalam kasus ini A
merupakan -fungsi nyata periodik dari variabel sudut w,_dan harga rata-
rata dari turunan JA/d®, adalah sama dengan nol.

Sebagai penutup akan dibuat beberapa catatan tentang Sifat-sifat dari
gerak terbatas suatu sistem tertutup dengan s derajat kebebasan ‘untuk
kasus umum, yaitu untuk kasus di mana variabel yang terdapat pada
persaman Hamilton-Jacobi tidak dapat diseparasi.
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Sifat utama dari sistem yang mengandung variabel dapat diseparasi
adalah mengandung integral gerak /, yang jelas, dengan jumlahnya sama
dengan jumlah derajat kebebasan. Kasus umum untuk sistem yang
mengandung variabel tidak dapat diseparasi integral gerak dibatasi oleh
pernyataan konstanta dari homogentas dan sifat isotropik ruang dan
waktu, atan dengan perkataan lain bergantung pada hitkumn kekekalan
energi dan momentum angular.

Lintasan fase sistem melintasi suatu daerah di dalam ruang fase,
yang ditentukan oleh harga-harga konstanta yang diketahui dari integral
gerak. Untuk svatu sistem yang mengandung variabel dapat diseparasi
dan s integral yang nyata dengan kondisi demikian akan membentuk
permukaan hyper tertentu di dalam ruang fase. Dengan berjalannya
waktu yang cukup panjang lintasan sistem akan menapak permukaan
hyper lebih rapat.

Pada sistem yang mengandung variabel tidak dapat diseparasi dan
mengandung pula integral gerak nyata yang lebih sedikit dari (untuk
derajat kebebasan s yang sama) lintasan fase akan memenuhi daerah
ruang fase (seluruhnya atau sebagian) berdimensi banyak.

Akhimya patut pula diketahui hal sebagai berikut. Jika fungsi
Hamilton suatu sistemn hanya dibedakan oleh suku yang kecil dari suatu
fungsi yang memenuhi separasi variabel, akan terdapat pula gerak yang
mirip dengan gerak periodik Bersyérat,_dengan derajat kemiripan akan
sangat besar dibanding dengan derajat kekecilan suku yang terkandung
dalam fungsi Hamilton tersebut.

Conteoh 95: Hitung variabel aksi untuk statu gerak eliptik dalam medan
U= —or.

Penyelesaian: Dalam koordinat polar r, ¢ ﬁada permukaan- gerak
berlaku
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Traun

Dalam hal ini akan diperoleh energi sebagai fungsi variabel aksi
sebagai berikut

e t."tz

T AL Ly

Energi hanya bergantung pada /. dan / » yang berarti gerak mengalami
degenerasi; kedua frekuensi untuk » dan ¢ adalah sama.

"Ketergantungan parameter lintasan p dan e (lihat pers. [15.4])
tethadap /dan I adalah ' :

I N
p — -.L’ e? = 1_ ( .[lp ‘) .
mao I +1,

Oleh karena itu, invarian adiabatik besaran [ dan {, eksentrisitas
lintasan & pada perubahan o atau m yang lambat adalah tetap konstan,
sementara ukurannya menjadi sebaliknya, barulah sebandmg dengan
kebalikan m dan «.
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relativitas Galilei, 13 pusat massa, 95
sistem koordinat
resonansi diperumum, 3
FWHM, 184 sumbu
rotasi sesaat, 288 variabel
sumbu figur, 263 aksi, 367
sumbu prinsipal, 323 kanonik, 367
sumbu utama, 232 sudut, 367
virial
tanda kurung kaedah, 54
Poisson, 318
tensor waktu
kelembaman, 231 homogenitas, 33
momen kelembaman, 231
teorema

Poisson, 322

titik balik, 59

titik berat, 39

titik massa, |

transformasi
Legendre, 338
kanonik, 337
titik, 336
tumbukan
elestik, 102
parameter, 110
partikel, 93



